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Vorrede. 



JLlie erste Veranlassung zu einer anhaltende- 
ren- Beschäftigung mit der Statik und damit zur 
Abfassung der vorliegenden Schrift gab mir das 
Studium des zwar kleinen, aber gehaltreichen und 
elegant geschriebenen Werkes von Poinsot über 
die Statik ^J. Ich lernte daraus , wie die Bedin- 
gungsgleichungen für das Gleichgewicht zwischen 
Kräften, welche auf einen frei beweglichen fe- 
sten Körper wirken, einfacher ^ als auf irgend 
einem andern der bisher bekannten Wege, mit 
Hülfe der Theorie der von ihm sogenannten cou- 
ples (Paare von einander gleichen und nach par- 
HÜelen aber entgegengesetzten Richtungen wirken- 
den Kräften) entwickelt werden können; und .die 
dem Ende des Werks beigefügte Abhandlung 
{Memoire sur Ja composition des' momens et 
des aires)j worin die Theorie dieser Kräftepaare 
noch weiter verfolgt wird, und mehrere, zum 
Theil neue, Sätze, die Eigenschaften der Mo- 
mente von Kräften betreffend , aus dieser Theorie 
höchst einfach hergeleitet werden, nahm mein 
ganzes Interesse in Anspruch. 

Da ich nun bei fbrtgesetzter Beschäftigung mit 
diesen Gegenständen mehrere eigene Untersuchnn- 
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gen anstdlte und Ansichtcii gevrann, ^nach denen, 
wie es mir schien, die einzelnen Lehren der Sta- 
tik theils Tenrollstandigt, theils auf eine etwas 
systematischere Weise, als in den bisheri^n Lehr- 
büchern, geordnet werden könnten, so fählte ich 
mich bewogen, meine znm Theil schon in Cr ei- 
le's mathematischem Journal bekannt gemachten 
Untersuchungen im Zusammenhange zu reröflPent- 
lichen und damit ein für sich bestehendes Lehr- 
buch der reinen Statik abzufassen, in welchem 
die Lehren dieser Wissenschaft möglichst toU- 
stdndig und in systonatischer Folge auseinander- 
gesetzt sind« 

Die Methode, deren ich mich in diesem Lehr- 
buche bedient habe, ist ausschliesslich weder die 
synthetische noch die analytische. Doch habe ich 
in der Regel der erstem den Vorzug gegeben, 
wenn eine einfache geometrische Construction zur 
Führung eines Beweises oder zur Lösung einer 
Aufgabe hinreichend war, so wie ich auch nicht 
selten die schon durch Analysis gefundenen Sätze 
durch geometrische Betrachtungen noch zu erläu- 
tern gesucht habe: beides aus dem Grunde, weil 
bei Untersuchungen, welche räumliche Gegen- 
stände betreffen, die geometrische Betrachtung eine 
Betrachtung der Sache an sich selbst und daher 
die natürlichste ist, während bei einer analyti- 
schen Behandlung, so elegant diese auch seyn 
mag, der Gegenstand sich hinter fremdartigen Zei- 
chen verbirgt und damit unserem Auge mehr oder 
weniger verloren geht 

Ueberhaupt findet zwischen der Statik und der 
Geometrie ein sehr inniger Zusammenhang statt, 
indem nicht allein erstere Wissenschaft der Hülfe 
der letztem unumgänglich bedarf, sondern weil 
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auch umgekehrt, gleichsam zum Lohne für die 
geleistete Hülfe ^ die Statik der Geometrie neue 
Sätze zuführt, Sätze, die nicht selten wiederum 
zum Vortheile der Statik verwendet werden kön- 
nen. Der Belege hierzu wird man nicht wenige 
in diesem Buche finden. Zuweilen haben Statik 
und Geometrie sogar einen gemeinschaftlichen 
Zweck und \veichen nur in Hinsicht der zu die- 
sem Zwecke führenden Mittel von einander ab. 
Ein Beispiel hierzu ist die Untersuchung, in wie 
viel Punkten zwei oder mehrere Körper einander 
berühren müssen, wenn ihre gegenseitige Lage 
unTcränderlich seyn soll. Denn diese und ähn- 
liche Untersuchungen können eben sowohl mit 
Hülfe statischer Principien^ ala rein geometrisch 
angestellt werden. Möge es daher dem Leser 
nicht unangenehm auffallen, wenn er hier in Fäl- 
len, wo eine Reihe geometrischer Sätze mir ent- 
weder an sich merkwürdig, oder wegen ihres Ein- 
flusses auf andere Untersuchungen der Beachtung 
werth schien, von dem Gebiete der Statik auf 
das der reinen Geometrie geführt wird. 

• 

Das Werk zerfällt in zwei Theile, von denen 
der erste das Glieichgewicht an einem einzigen 
Körper^ der zweite das Oleichgewicht an meh- 
rern mit einander verbundenen Körpern behandelt. 
Jedem der' beiden Theile ist eine Anzeige des 
Inhalts vorangesetzt, woraus die Aufeinanderfolge 
der behandelten Gegenstände zur Genüge erkannt 
werden kann. Es durfte aber nicht überflüssig 
seyn, hier Einiges über ihren gegenseitigen Zu- 
sammenhang noch vorauszuschicken, wobei sich 
zugleich Gelegenheit za einigen Bemerkungen fin- 
den wird, für welche im Buche selbst kein pas- 
8«nder Ort war. 
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Die cntoi Elcnaite habe ich ebea so, wie 
Poinsot, darch die schMi crwsüuite Theorie der 
KnAepoare m Tereiafachen gcsachl. Doch Ma 
ich hkria eiaca Schritt weitrr ^egaagca. Poia- 
sot aiailirh tragt diese Theorie eist daaa Tor, 
aachdeoi er parallele Kräfte aad aaf eiaen Paukt 
wiriLcade Kräfte zasaHmeaKasctzca gelehrt hat. 
Dagegen folgt hier die Theorie der Paare aaaiit- 
tclhar aaf die aDgeamBStea Satze Tom Gleich- 
gewichte, aad daaa erst die Theorie Toa derZa- 
saauBcasetzaag tob Kraftca, welche awht Paare 
bildea. Deaa nidit aar lisst sich die letztere 
Theorie, aachdeai die erstere voraasgegaagea, 
aagleich eiafiadier, ah ohaedes, eatwicfcelii, soo- 
dera es ist aach, wie naa sich uberzeagea wird, 
die etstere Theorie gaaz aaabhängig voa der letz- 
tem darstellbar. 

Bereits ia eiaeai iaCrelle's aiath. Joamal '^) 
befiadlichea Aafealze habe ich gezeigt, wie die 
Theorie der Paare seUbststiadig eatwi^elc aad 
aas ihr ohae weiteres die sechs Bediagaags^eichan» 
gea fftr das Gleidigcwicht zwis^en Kraftca, die 
aach beliebigea RichtaBgeB im Raaaie aaf eiaea 
frei bewegUchea Körper wirtLca, hergeleitet wer- 
den köBBea, woraas sich zoletzt die drei Bedia- 
gaagi^fleichaBgeB fir das CUeichgewicht zwischen 
KräflcB in eiaer Ebeae, als for eiaea iq^ieilea 
Fall^ ergeben. WiewoU nun die grosse Kürze 
dieses W^ps ihm zar Empfehlaag gereichea möchte, 
so dllrfie dodi der anmittelbare Fortgang za dem 
aOgemeinsten Falle Blanchem for das erste Stu- 
dinm za fiberrasdiead scheinen, and ich habe es 
daher im Gegeawartigen Torgezogen, die aaf die- 
selbe Weise behandelte Theorie des CUeichge- 
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wichts in einer Ebene vorauszuschicken und da- 
durch den Leser zum Yerständniss der Theorie 
des Gleichgewichts im Räume vorzubereiten. 

Die im 6ten Kapitel des ersten Theils folgende 
weitere Ausführung der Theorie der Momente 
beschäftigt sich mit der Beantwortung der zwei 
Fragen: erstens, nach welchen Cresetzen das Mo« 
ment eines Systems von Kräften im Räume, wel- 
che nicht im Gleichgewichte sihd, von einer Axe 
zur andern, auf welche das Moment belogen wird, 
veränderlich ist; und zweitens, unter welchen Be- 
dingungen und auf welche Weise aus den Mo-, 
menten des Systems für eine Anzahl von Axen 
die Momente für noch andere Axen gefunden wer- 
den können. Die Untersuchungen, zu welchen 
die erste dieser Fragen veranlasst, sind — die 
Darstellung der Momente durch Kugelsehnen, den 
darauf gegründeten Beweis für das Parallelogramm 
der Kräfte und die Theorie der Nullebenen und 
Nullpunkte ausgenommen — schon von Poinsot 
und Andern geführt worden. Die zweite Frage 
habe ich in grösster Allgemeinheit zu beantworten 
gesucht und Resultate erhalten^ von denen' bisher 
nur einige specielle Fälle bekannt warerii 

In den noch übrigen Kapiteln des ersten Theils 
wird angenommen, dass ein frei beweglicher Kör- 
per, auf welchen Kräfte wirken, auf irgencf eine 
Weise aus seiner Lage verrückt wird , während 
die Kräfte auf ihre Aiigrififspunkte mit unverän- 
derlicher Stärke und parallel mit ihren anfängli- 
chen Richtungen zu wirken fortfahren, und es 
wird nun untersucht, wie durch diese La^geände- 
ning des Körpers die Wirkung der Kräfte ge- 
ändert wird. Der einfachste hierbei mögliche Fall 
ist der, wann die Kräfte parallele Richtungen ha- 
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ben und anf eine einzelne Kraft zorfickgefohrt 
werden können. Denn alsdann bleiben sie anch 
bei jeder YerrQdnuig des Körpers auf eine ein- 
acelne Kraft reducirbar, nnd diese Kraft trifft im- 
mer anf einen Punkt, welcher gegen die Angriffs- 
punkte der erstem Kräfte eine unveränderliche 
Lage hat und unter dem Namen des Mittelpunkts 
paralleler Kräfte bekannt ist Aehnliche Unter- 
suchungen habe ich hier auch in Bezug auf Systeme 
nicht paralleler Kräfte angestellt und glaube, dass 
die gewonnenen Resultate nicht bloss ihrer Neu- 
heit willen ^), sondern auch wegen ihrer ver- 
hältnissmässigen Einfachheit und weil sie zu viel- 
leicht noch fruchtreichern Forschungen über die- 
sen Gegenstand Yeranlassung geben können, der 
Beachtung nicht unwerth sind. 

Grenau mit diesen Untersuchungen hängt die 
Lehre von der Sicherheit des Gleichgewichts zu- 



sammen. Denn halten sich die Kräfte anfanglich 



das Gleichgewicht, so wird dasselbe bei einer 
auch noch so geringen Lageänderung des Kör- 
pers im Allgemeinen au%ehoben, und jenacbdem 
die Kräfte den Körper in die anfängliche Lage 
zurückzubringen oder noch weiter dayon zu ent- 
fernen suchen^ wird dasGleichgewidit sicher oder 
unsicher genannt Ich habe daher nicht ange- 
standen, auch die Lehre von der Sicherheit, so 
weit es ohne Einmischung der Dynamik gesche- 
hen konnte, hier vorzutragen und, unterstützt 



*) Neu bis tof die erst k&izfidi tob Miadiop ober denselben 
GcfeDstand, jedoch auf eine tob der meioigen ganz Terschiedene 
Weise angestellten nnd mit zom Theil merkwudigen Ergebnissen be- 
gleiteten UnteisndningeQ«. Harn findet dieselben in Crelle*s Journal 
14. Band S. 3S9, 15. Band, S. 27 and 313. — Eine Uebersiclic der 
T4m mir gefimdenen und in gegenwärtiger Schrift dargdagten Resol- 
Inte siehe in 16. Bande S. 1. desselbea Journals. 
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durch die yorhcrgehendei} Ergebnisse, die Function 
zu entwickeln, aus deren Yorzeichen erkannt wird, 
ob ein gegebenes Gleichgewicht sicher oder un- 
sicher ist. Die Umständlichkeit, mit weich««' ich 
diesen Gegenstand behandelt habe, dürfte dadurch, 
dass ungeachtet der elementaren Behandlung,, de- 
ren er fähig ist, sich über ihn in den bisherigen 
Lehrbüchern der Statik nur weniges oder nichts 
vorfindet, hinlänglich gerechtfertigt werden. 

Zwischen dem Zustande des Gleichgewidits 
in Bezug auf Sicherheit und den Eigenschaften 
des grössten oder kleinsten Werthes einer ver- 
änderlichen Grösse findet eine grosse Aehnlich- 
keit statt. Dies leitet auf die Termuthung, dass 
es eine Function der die Kräfte und dereof' An-' 
grifiispunkte bestimmenden Grössen gebe , welche 
beim Gleichgewichte ein Maximum oder ein Mi- 
nimum ist. Die Entwickelung dieser Function, 
deren zweites Differential die Merkmale für die 
Sicherheit oder Unsicherheit abgiebt, ist in dem 
letzten Kapitel des ersten Theiles enthalten. Das 
erste Differential derselben Function muss.zu Folge 
der Natur der Grössten und Kleinsten null seyn, wel- 
ches zu dem in diesem Kapitel gleichfalls behan- 
delten Princip der virtuellen Geschwindigkeiten 
führt. Die Herleitung einer noch andern Function, 
die beim Gleichgewichte ebenfalls ein Maximum 
oder ein Minimum ist, und die für den Fall, dass 
die Kräfte durch unendlich kleine Linien ausge- 
drückt werden, bereits von Gaus 19 aufgestellt 
worden, macht den Beschluss des ersten Theils. 

Im zweiten Theile wird das Gleichgewicht an 
mehrern mit einander verbundenen Körpern be- 
trachtet. Hier suchte ich zuerst mit möglichstejr 
Schärfe und Allgemeinheit die Bedingungen eines 



soldien Gleicfagewickts zu eotwickelii. Ich glaabie 
in dieser Hinsiclit etwas ansfoliiiidier sem za 
nfiss«, da in dea mir wenigstens bekannt ge- 
wordenen Lehrbüehem der Statik nur einzelne 
Bei^ela Tom €rieidigewiclite an Terbondenen Kör- 
pern, oder bödistens eine Angabe der allgemei- 
nen Bedingungen fftr dasselbe« kein strenger Be- 
weis dieser Bedingnngen. anzutreffen sind. Ohne 
mich über den Gang, den ich dabei genommen, 
hier weiter zu Terbreften, bemerikC ich nur. dass 
ich hierher auch das Gleichgewicht an einem ein- 
zigen an seiner Bewegung zum Theil gehinder- 
ten Körper gerechnet habe, indem ein solcher 
Körper als ein mit einem zweiten ganz unbeweg- 
lichen in Verbindung stehender betrachtet werden 
kann, — Auf das Gleichgewicht an mehrem mit 
einander TerbuLdenen Körpern musste jetzt auch 
das Princip der Tirtuellen Geschwindigkeiten aus- 
gedehnt werden, da es im Vorigen nur für einen 
einzigen jrei beweglichen Körper bewiesen wor- 
den war, und ich hoffe, dass der hier gegebene 
allgemeine Beweis dieses Princips sowohl hin- 
sichtlich seiner Einfachheit^ als seiner Strenge, 
befriedigen wird« 

Unter den manch^ei V^bindungsarten zweier 
oder mehrerer Körper Terdienen diejenigen eine 
besondere Berücksichtigung, bei welchen die Körper 
in so vielen Punkten verbunden sind, dass, wenn 
auch jeder Körper an sidi frei beweglich ist, doch 
keine gegenseitige Beweglichkeit statt findet, und 
dass fol^ch, wenn einer von ihnen unbeweglich 
gemacht wird, das ganze System unbeweglich 
wird« Die Bedingungen dieser Gnbeweglichkeit 
werden im 4ten Kapitel statisch bestimmt ; es wer- 
den nämlich die Fälle untersucht, in welchen, was 
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auch für Kräfte an den Körpern angebracht wer- 
den, doch kerne Bedingungen fürs Gleichgewicht 
hervorgehen. 

Wenn aber auch die Lage von Körpern oder 
der Theile einer Figur unveränderlich ist, so las- 
sen dich doch immer specielle Bedingungen für 
das Verhalten der Theile zu einander ausfindig 
machen, unter denen die Unbeweglichkeit in eine 
unendlich kleine Beweglichkeit übergeht^ Wie 
diese Bedingungen statisch gefunden werden kön- 
nen, und wi<^ damit zugleich Bf äxima und Minima 
der Figur bestimmt werden, dies habe ich im 
5ten Kapitel gezeigt und die dazu angegebene 
Methode durch mehrere Beispiele erlämtett. Irre 
ich mich nicht, so ist diese Methode noch einer 
grösserh Ausbildung fähig und wegen ihres Nu- 
tzens für die Geometrie dieser Ausbildung^ nicht 
unwerth. 

Die einfachste Art, auf Welche mehrere IK.OX' 
per mit einander verbunden seyn können, besteht 
darin, dass keiner mit mehr als zwei der übrigen 
verbunden ist. Ein solches System wii*jä im All- 
gemeinen eine Kette genannt, unä, wenn die Kör- 
per unendlich klein sind, du Faden. Die Lehre 
vom Gleichgewichte an Fäden wird im 6ten, 
7ten und 8ten kapitel "befiaiidelt. Nachdem in 
dem 6ten die Theorie des' Gleichgewichts an ei- 
nem vollkommen biegsamen landen auseinanderge- 
setzt worden, wird im 7ten auf die, wie es scheint, 
noch nicht beachtete vollkommene Analogie auf- 
merksam gemacht, die zwischen dem Gleichge- 
wichte an einem solchen Faden und der Bewe- 
gung eines materiellen Punktes statt findet, und 
wonach jedes Fadengleichgewicht als das Abbild 
der Bewegung eines Punktes, und umgekehrt, au- 
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gesehen werden kann, und jedem Satze in 'der 
Theorie des einen ein Satz in der Theorie des 
andern entspricht« Insbesondere habe ich hier- 
nach das Princip der Flächen, das Princip der 
lebendigen Kräfte und das Princip der kleinsten 
Wirkung, insofern diese Sätze die Bewegung nur 
eines Punktes beireffen, aus der Dynamik auf 
das Fadengleichgewicht übergetragen und damit 
drei entsprechende Sätze erhalten, von denen der 
dritte neu und merkwürdig zugleich seyn dürfte. 

In Betreff des 8ten und letzten Kapitels, welches 
das Gleichgewicht an elastischen Fäden untersucht^ 
werde noch benierkf, dass die der Natur der Sache 
sehr angemessene Eintheilung elastischer Fäden in 
elastisch dehnbare, biegsame und drehbare aus einer 
im Journal de Tecole polytechmque ^ Tome X. 
2>« 418, befindlichen Abhandlung von Binet über 
diesen Gegenstand entlehnt worden, und dass, ob- 
schon zwischen dem Gleichgewichte an einem ela- 
stischen Faden und der Bewegung eines Punktes 
keine Analogie herrscht, es mir doch gelungen 
ist, in Bezug auf das Gleichgewicht an einem 
elastisch biegsamen Faden Sätze aufzufinden, vwel- 
che dem zweiten und dritten der eben gedachten 
drei Sätze rücksichtlich des Gleichgewichts an ei- 
nem vollkommen biegsamen Faden und damit dem 
Princip der lebendigen Kräfte und dem Princip 
der kleinsten Wirkung entsprechen. 



Inhalt des ersten Theiles. 

Gesetze des Gleichgewichts zwischen Kräften, wel- 
che auf einen einzigen festen Körper wirken. 



Erstes Kapitel«. 
Allgemeine Sätze vom Gleichgewichte« 

§. 1. Begriffsbestimmang von Kraft, Gleicbgeiivicht und Statik« -^ 
§. 2. Im Vorliegenden sollen die Bedingungen des Gleichgewichts nur 
bei festen Körpern in Untersuchung gezogen werden. — §• 3, Bei 
jeder Kraft kommt ihr Angrifispnnkt, ihre Richtung und ihre Intensi- 
tät oder Stärke in Betracht« — §. 4. Grandsätze. — §• 5« Unmittel- 
bare Folgerungen aas denselben. — §. 6. Begriff gleichwirkender 
Systeme von Kräften; Eigenschaften derselben. — $. 7. Begriff der 
Resultante eines Systems' von Kräften; Eigenschaften der Resul- 
tante« — §• 8. Die Statik lässt sich als die Wissenschaft der Bedin- 
gungen betrachten y unter vv eichen zwei System^ von Kräften gleiche 
Wirkung haben; hieraus fliessende Beziehung der Statik zur Dyna- 
mik. — §§. 9. 10. Von der Resultante von Kräften, die auf einen 
und denselben Punkt wirken« — §. IL Bestimmung des Verhältnisses 
zwischen den Intensitäten zweier Kräfte. — §.12. Wie Kräfte dureh 
Zahlen und Linien ausgedrückt werden können. — §. 13. Bestimmung 
der Resultante von Kräften , welche auf einen und denselben Punkt 
nach Richtungen wirken, die in eine und dieselbe Gerade fallen« — 
§. 14. Eine Kraft kann ohne Aenderung ihrer Wirkung auf jeden 
Punkt ihrer Richtung vorlegt werden. Bedingung des Gleichgewichts 
zwischen Krätten, die in einer und derselben Geraden wirken« 

Zweites Kapitel« 
Vom Gleichgewichte zwischen Kräftepaaren in einer Ebene. 

§. 1&. Gleichgewicht zwischen' vier einander gleichen Kräften, de- 
ren Richtungen einen Rhombus bilden.,-^ §. 16. Erklärung eines 
Kräftepaares, seiner Breite und seines Sinnes. — §. 17. Ein Paar 
kann m seiner Ebene, ohne Aenderung seiner Wirkung, ^ wohin man 
will , verlegt werden. ■ — §. 18. Mit einem Paare kann eine einßtche . 
Kraft nicht im Gleichgewichte seyn. — §• 19. Zusammensetzung mehr 
rerer Paare io einer Ebene, 4ie einander gleiche Kräfte, odei^ einan- 
der gleiche Breiten haben, zu einem einzigen Paare. — §§« 20« 21. 
Zwei Paare in einer Ebene, die einerlei Sinn haben, und deren Kräfte 
sich umgekehrt, wie ihre Breiten, verhalten, sind gleich wirkend. — 
$• 22« Zusammensetzung mehrerer beliebiger Paare in einer Ebene zu 
einem mit ihnen gleichwirkenden. — §. 23. Erklärung des Moments 
eines Paares. Zwei Paare in einer Ebene, welche einander gleiche 
Momente haben, sind gleichwirkend, und umgekel^rt. Die Bedinguiig 
des Gleichgewichts zwischen zwei oder mehrern Paaren in einer Ebene. 

Anwendung der Theorie der Paare auf das Gleichgewicht 
zwischen drei Kräften in einer Ebene. §§« 24« 25. Bedin- 
gungen, unter denen zwischen drei einander parallelen Kräften in 
einer Ebene Gleichgewicht statt findet. — §. 26. Zusammensetzung 
zweier parallelen Kräfte; Zerlegung einer Kraft in zwei mit ihr paral- 
lele« — 4, 27« Znsammensetzang zweier nicht parallelen Kräfte in ei- 
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ner Ebene; das Parallelogramm der Kräfte« ~> 4. 28. Das Dreieck 
der Kräfte« 

Gleichgewicht zwischen vier Kräften IneinerBbene. 
4« 29. Darstellung der Bedingungen dieses Gleichgewichts dnroh zwei 
Vierecke y Yon denen das eine die Richtungen; das andere' die Inten- 
sitäten der Kräfte bestimmt. 

Drittes Kapitel. 

Vom Gleichgewichte zwischen Kräften in einer Ebene 

überhaupt.^ 

6. 30. Erklärung des Moments einer Kraft in Beziehung auf ei- 
nen Punkt — 4. 31. Erklärung des Moments eines Systenu von Kräf- 
ten in Beziehung auf einen Punkt. Das Moment zweier Kräfte, wel- 
che m Paar bilden , ist für alle Punkte der Ebene des Paares von 
gleidier Grosse. — §• 32. Ein System yon Kräften in einer Ebene 
ist entweder im Gleichgewichte, oder auf ein Paar, oder auf eine 
einfache Kraft reducirbar. — §. 3ä. Die Bedingungen, unter denen 
diese 3 Fälle einzeUl statt finden, durch Relationen zwisdien Momen- 
ten des Systems ausgedrückt. — §. 34. Anwendung hiervon auf das 
Parallelogramm der Krafte. Wie mit der Bezeichnung eines Dreiecks 
durch drei an die Ecken gesetzte Buchstaben zugleich der positive 
oder negative Werth des Dreiecks ausgedruckt werden kann. — §. 35. 
Ausdruck des Inhalts eines Dreiecks durch die Coordinaten seiner 
Ecken. — §. 36. Bestimmung einer in einer Ebene wirkenden Kraft 
durch die Coordinaten irgend eines Punktes ihrer Richtung und durch 
die Projectionen der Kraft auf die zwei Coordinatenaxen. — §. 37. 
Analytischer Ausdruck für das Moment eines Systems von Kräften in 
einer Ebene, in Bezug auf einen beliebigen Punkt der Ebene. ^— 
^. 38. Die Bedingungsgleichungen für das Gleichgewicht des Systems. 
— §. 39. Die Bedingungsgleichungen j wenn das System sich auf 
ein Paar leducirt; Werth des Moments des resultirenden Paares« — 
9. 40. Im Allgemeinen reduqirt sich das System auf eine einfache 

. Kraft; Bestimmung der Grösse und Riditung dieser Kraft. — §§. 41. 
42. Untersuchung der speciellen Fälle, wenn die Richtungen der Kräfte 
des Systems sich in einem Punkte sdineiden, und — §. 43. wenn sie 
einander paf-allel sind. 

Geometrische Folgerungen. §. 44. Eigenschaften der 
Summe von Dreieckt -^ in einer Ebene, welche unveränderliche Grund- 
linien und eine gemehischaftlichc aber veränderliche Spitze haben. — 
§. 45. Lehnsätze, die Flächen ebener Vielecke betreifend. — ^ 46. Geo- 
nietrischer Beweis des Satzes in §. 44. — §. 47. Folgerungen aus 
diesem Beweise für die Statik. Erläuterungen statischer Sätze durch 
Geometrie. — <^. 48. Ans den Momenten eines Systems von Kräften 
in Bezug auf 3 Punkte der Ebene das Moment für irgend einen 4ten 
Punkt der Ebene und die Resultante des Systems zu finden. — §.49. 

■* Hieraus fliessende geometrische Relationen. 

Viertes Kapitel. 

Vom Gleichgewichte zwischen Kräftepaaren im Räume. 

§. 50. Ein Paar kann nicht nur in seiner Ebene ^ sondern auch 
in jeder damit parallelen Ebene ^ wohin man will, verlegt werden. — 
§. 51. Zusammensetzung zweier Paare, welche nidit in einer Eben« 
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oder in zwei paorallelen Ebenen liegen , zu einem dritten. — 4. 52» 
Wenn drei eder mehrere Ptare im Ranme sieb das Gleiehgewicht hal* 
ten, and ihre Bbenen sieh in einem Punkte schneiden, so ist die al- 
gebraische Summe der Pyramiden* welche die durch die Paare be- 
stimmten Parallelogramme zu Grundflächen und irgend einen Punkt 
des Raumes zur gemeinsäialtlichen Spitze haben, bull. — 6. 53. Die 
Zusammensetzung vpn Paaren im Räume lasst sich^ auf die Zusam- 
mensetzung einfacher Kräfte zurückfuhren, die sich in einem Punkte 
treffen , auf den Ebenen der Paare normal stehen nnd den Momenten 
der Paare proportional sind. — §. 54. Zusammensetzung von Paaren 
im Räume durch Projection derselben auf drei sich in einem Punkte 
schneidende Ebenen. — §»55. Ein System von Kräften, welche dnrch 
die Seiten eines Polygons dargestellt werden, ist mit einem Paare 
gleichwkkend. Ein System Von Paaren, wdehe durch die Flächen 
eines Polyeders dargestellt werden, ist im Gleichgewichte« Haupt- 
ebene eines Systems von Paaren. Eigenschaflten derselben. — §.56. 
Die Bigenscluiten der Hauptebene rein geometoisch anfgedruckt 

Fünftes Kapitel. 
Vom. Gleichgewichte zwischen Kräften im Räume überhaupt. 

§. 57. Zwei Kräfte j deren Richtungen nicht in einer Ebene lie« 
^gen, sind nicht atff eine einzige Kraft redncirbar. Ein System von 
Krätten im Räume ist entweder im Gleichgewichte, oder lässt sich 
auf dn Paar, oder auf eine einzelne, oder auf zwei nicht in einer 
Ebene enthaltene Krafte zurückbringen. — §.58. Beim Gleichgewichte 
zwisdien Kräften im Räume ist die algebr. Summe der Pyramiden, 
wdche irgend eine Gerade zur gemdnschaftlichen Kante und die 
K#afte za gegenüberliegenden Kanten haben, null. -— §. 59. Erklä- 
rung des Moments einer Kraft nnd des Moments eines Systems von 
Kräften in Bezug auf eine Axe. Ist das System im Grleichgewiclite, 
so ist sein Moment in Bezug auf jede Axe null« — §. 60. Beweis des 
umgekehrten Satzes. — 4. 61. Aus den Sätzen der zwei Torigen $^ 
lassen sich r&ckwärts die ents{>rechenden Sätze für Systeme von Kräf- 
ten in dner Ebene und in einer geraden Linie herleiten* — §. 62. 
Analytuche Bestimmung einer Kraft im Räume dureh ihre Projectio- 
nea auf drei coordinirte Axen nnd dnrch die Coordinaten eines Punk- 
tes ihrer Richtung. — §.63. Lehnsätze, den Inhalt einer Pyramide und 
dessen Yorzeichen betreffend. — §• 64. Den Inhalt einer Pyramide 
ddrch die Coordinaten ihrer Ecken auszudrucken. — §. 65. Analyti- 
scher Ausdruck des Moments eines Systems von Kräften im Räume. — 
4. 66k Durch Nullsetzung dieses Ausdrucks ergeben sich unmittelbar 
die Bedingungsgleichungen fiir das Gleichgewicht des Systems. — 
4. 67. Andere Herleitung dieser Gleichungen. Bedingungsgleichungen 
des Gleichgewichts, wenn die Richtungen der Kräfte sich in einem 
Punkte begegnen. — §. 68. Ist ein System von Kräften im Räume 
im Gleichgewichte, so ist es auch die Projection des Systems auf eine 
beliebig gelegte Ebene oder gerade Linie. — ^. 69. Analytische Be- 
stimmung der zwei Kräfte., auf welche sich ein System yori Kräften 
im Räume im Allgemeinen rednciren läss^. Merkwürdige Beziehungen 
zwischen den Richtungei^ der beiden Kräfte. — §.' 70. Untersuchung 
des Falls, wenn die zwei Kräfte ein Paar bUdem $§. 71. 72. Ent- 
wickelung der Bedingungsgleichnng , bei welcher das System auf eine 
einzige Kraft redneirbir i^'MerkwTirdlger yon C h a s 1 e s entdeokterSatz. 
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Vom Gleichgewichte zwiicben parallelen Kräften 
im Ranme. 4« 73. Ein System paralleler Kräfte redocirt sich ent- 
weder auf eine einfache Krafit, oder aof ein Paar, oder ist im Gleich- 
gewichte. Analytische Betnchtong dieser Falle« 

Sechstes KapiteL 
Weitere AusfiihniDg der Theorie der Homente. 

f« 74. Gegenstand der folgenden Untersnchongen. 
elationen zwischen Momenten^ deren Axen sich in 
einem Pnnkte schneiden. §. 75. Jedes dieser Momente ist dem 
Sinus des Winkels proportional, der yon der Axe mit einer dem Punkte 
zogehörigen Ebene gebildet wird; oder, was dasselbe ist: — §• 76* 
Dmrch jeden Punkt lässt sich eine Kugelfläche beschreiben, so» dass 
das Moment jeder dorch den Punkt gehenden Axe dem von dieser 
Kugelliäcbe abgeschnittenen Theile der Axe proportional ist — §. 77« 
Begriff der Linie des grössten Moments. — §. 78. Eigenschaft die- 
ser Linie. — §. 79. Hieraus folgende Zusammensetzung Yon Kugeln 
und Kreisen» analog der Zusammensetzung von Kräften. — §. 80. 
Neuer darauf gegründeter Beweis für das Parallelogramm der Kräfte. 

Von den Axen der grössten Momente. §. 81. Vorläufige 
Betrachtungen. — §. 82. Entwickelnng der Gesetze, nach weichen 
die Linie des grössten Moments Ton einem Punkte des Raumes zum 
andern Terän4erlich ist. Hauptlinie eines Systems. — §. 83. Die Glei- 
chungen für die Hauptlinie und den Werth des kleinsten nnter den 
grössten Momenten za finden. 

Von den Axen, deren Momente null sind. §. 84. Alle 
durch einen Punkt gehende Axen, für welche das Moment des Sy- 
stems null ist 9 liegen in einer Ebene: Nullebene des Punktes; und 
alle in einer Ebene liegende Axen, für welche das Moment null ist, 
schneiden sich in einem Punkte: Nullpunkt der Ebene. Folgerung dieses 
Satzes aus §. 82. — §. 85. Einfacherer Beweis dieses Satzes^ nachdem 
Torher durch elementare Betrachtungen gezeigt worden, dass in Bezug auf 
ein System yon Kräften jedem Punkte eine durch ihn gehende Ebene und 
jeder Ebene ein in ihr liegender Punkt entspricht etc. — §§. 86. 87. 
Weitere Entwickelun'g der Gesetze dieser Reciprocität zwischen Punk- 
ten und Ebenen. — §. 88. Anwendung der Torhergehenden Theorie 
auf um und in einander beschriebene Polyeder. Ein und dasselbe Po- 
lyeder kann zugleich um und in ein anderes beschrieben seyn. 

Relationen zwischen Momenten, deren Axen belie- 
bige Richtungen haben. §. 89. Ans den Momenten für drei 
Axen, welche sich in einem Punkte schneiden, das Moment für jede 
yierte denselben Punkt treflende Axe zu finden. Lösung dieser Auf- 
gabe durch Construction. — $. 90. Losung durch Rechnung für den 
Fall, wenn die drei Axen, fiir welche die Momente gegeben sind, 
rechte Winkel mit einander machen. — §§. 91. 92. Gleichung zwi- 
schen den Tier Momenten fiir beliebige Winkel zwiscihen den Axen 
derselben. — §. 93. Gleichung zwischen den Momenten eines Systems, 
die sich auf beliebige Axen bezieben; nur müssen die Axen eine sol- 
che Lage gegen einander haben ^ dass sich Kräfte angeben lassen, 
welche, nach den Richtungen der Axen wirkend, sich das Gleichge- 
wicht halten. — $. 94. Beispiele. — §• 9S. Verhalten zwischen den 
Momenten für Axen, die in einer Ebene liegen, und für Axen, die 
einander ^parallel sind. — * §• 96u Verschiedene Methoden t ans den 
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Momentea dreier in einer Ebene liegenden Azen das Momeni für jede 
yiwte Axe der Ebene zu finden. -^ i* 97* Je nachdem aidi ük die 
Riebtangen gegebener Axen Kräfte, die im Grleichgewichte mit einan- 
der sind, angeben lassen oder nicht « findet aucb «wischen den Mo- 
menten eines Systems in 3e«Dg auf diese Axen Abhängigkeit oder 
keine statt Ges^t? dieser Abhängigkeit. — ^ 98. Entwickelong der 
An^ben: .zu d-, 4, & gegebenen fiicbtnng^n, resp. eine 4te^ 5i(e, 6te 
ZQ finden, welche resp. 1, 2^ 3 andere. gegebene Gerade scbaeidet, 
dergestalt^ dass.sich Kräfte angeben lassen, wekhe, nach diesen 4, 
6, Riebtangen wirkend, sieb das Gleichgewicht halten. Za 7 ge- 
gebenen Richtungen lassen sich imAllgcpieinen immer sich das Gleich- 
gewicht haltende Kräfte finden. — |. 99.. Bemerkungea za diesen 
Aufgaben. Von ?ier sieb das Gleichgewi^t haltenden Kräften müssen 
die Richtungen^ wenn sie nicht In einer Ebene enthalten sind^ eine 
hyperboloi^ische l^age gingen einander haben. — §. 100. Aus dem 
Vorigen fiiessende Bedingangen für die gegenseitige Lage yon !2, 3, 4, 
&, 6 Axen^ wenn zwischen den auf sie bezogenen Momenten ei^as 
Systems eine Relation statt finden soll. — - §. 101. Zusätze. Ein Sy- 
stem ist im Gleichgewichte, wenn seine Momente in Bezug auf sechs 
▼on mander aöabbäi^ge Axen einz^^nuU sind. — §§. 102. 103. 
Noch ein anderes Verfahren, die Bedingungen fur,die gegenseitige 
Lage der Richtungen yon 4, 5 oder 6 sich das Gleicbgewiät halten 
sollenden Kräften und die Verhältnisse zwischen diesen Kräften zu 
finden. Erläuterung dieses Verfahrens an einem Systeme Ton 4 Gräften. 

Siebentes Kapitel. 
Yon den Mittelpunkten der Kräfte. 

§• 104. Allgemeiner Begriff des Mittelpunkts yon Kräften. 
L Von dem Mittelpunkte paralleler Kräfte. §. 105. Jedee 
System paralleler Kräfte, welche eine einfache Resultante hab^n^ hat 
einen Mittelpunkt. Bt^stimmung desselben durch Construction. — 
§• 106« Lage des Mittelpunktes von 2^ 3, 4 parallelen Kräften gegen 
die Angrifiispunkte derselben. — §. 107. Betrachtung der Fälle, wenn 
das System ein Paar zur Resultante hat , oder im Gleichgewiclite ist. 
— §. 108. Analytische Bestimmung des Mittelpunkts. — §. 109. Fol- 
gemngen. 

Vom Schwerpunkte. 4. 110. Erklärung yon Schwerpunkt, 
Schwerkraft, Gewicht, Masse ^ Dichtigkeit. — §. 111. Allgemeine 
Ausdrucke für die Coordinaten des Schwerpunkts eines Körpers, ei- 
ner Fläche und einer Linie. — §. 112. Elementare Bestimmung des 
Schwerpunkts einer geraden Linie, eines Parallelogramms, eines Paral- 
lelM»if>€M]ums , eines l>reiecks . eines dreiseitigen Prisma und finer 
dreiseitigen Pyramide mit Hülfe des archimedischen Grundsatzes, dass 
ähnliche Figuren ähnlich liegende Schwerpunkte haben. — $. 113. 
Bestimmung des Schwerpunkts eines ebenen Vierecks 5 merkwürdige 
Eigenschaften desselben. 

II. Von dem Mittelpunkte nicht paralleler in einer 
Ebene wirkender Kräfte. §. 114. Es wird hierbei Torausge-« 
setzt, dass bei der Verrückung des Körpers die Ebene der Kräfte nur 
in sich selbst gedreht oder verschoben wird. — §. 115. Jedes System 
▼on Kräften in einer Ebene, welches auf eine Kraft reducirbar ist, 
bat einen Mittelpunkt. Bestimmung desselben durch Construction. r— 
M« 110» 117i Die Ordnung, in welcher man bei dieser Construction 
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die Kiifte Mdi md ndi in Belradift nekC, ist waikifariUh; 



betrefiesd. — §^ 118. 119. VenllKeflianeniiig dicMr Sitm dank 
Eelnditinie: ehiei Sjitem tob PirafclHi md eines SjiUjuu IhaeBeBl- 
H ^Mfcead u Kfeise. -- §§. 110. ttU Nodi eine Mediode, des Mittat- 
ponkt d«rch CMUtnctieB ^o fiadea; aeee dumos ab^dtele 
tmebe Sitxe. — M. 12S^1& AaidsrtiMbe Bertiuraiif der ÄH, 
wela h e sieb die Wiilm^ cnes ia euer Ebeae eBthateaea Syi 
Toa Kiiftea iadert, weaa die Ebeae ia soh telbtt gedreht wird. 
Wcrtbr der Coordiaated dn Jffitt^aiykli. 

Aektes KmpiteL 
Tob dem Axea dei Gkicbgewidils. 

^ 131. Zweck der aicfutfolfeeadea CalerraehaageB. — f. IST. 
Die Bediagaagi^eichaigea , bei deaea zwiMliea KxÜtea, die, anf ei- 
■ea Korper aadli beüeb^gea RiefatDagea wiifcead, adi das denlig»- 
wicbC halftea, aocb daaa nacb Glde^^ewicbt beiCelit, wnui die L^ 
dct Korpeta gMadert wird, «ad die Kräfte aaf die aafinsiGebeB Aa- 
i^iftpaakfte pvallei aul ihrea aa fia g itt cbea Richtaagea aa wiil e a 
fintfüiFea. — ^ 128. 119. Gcoraetmiebe BedenCnair der eiapefihrtea 
HüdgroBaea. — f$. 138. 131. Eatvickehnf^ dei Bcctiffii eiaer Axe 
des GteichgewiditSj ab eiaer Axe tob der Kigrafirinift, das, weaa 
der Körper eai äe gedreht wnd, das «diaglicbe Gleicbgewicht fort- 
daaert. Bediag aa B y ie ichaa g^ bei wdcher eiaem Syateaie wum Krilf- 
tea eiae Gleichgewicfataxe xaköaiBit — §. 1S2. BnCtcfaer Ausdruck 
der Bedfiagungea, aater wddiea eia S^pitem eiae Gleidigewiditsaxe 
TOB g e geb eaer Ricbtang hat. — ^ 133. GeoaMtrischer Beweis dieser 
BefiagaageB. — §. 134. Giebt es bei elaeai Sjstenie zwei Gleichgew 
w irhtMifB , so fiiad es aach alle diqeaigea Axea, welche aiit etstera 
beidea eiaer aad d usübca Ebeae panDel fawiea. Ist eia Korper ia Tier 
Lagea m Gletchgewicfale , ao wt er es lai Al^ pj niP««i^n 



§. 13&. Wie wn ebMai SjBtesw tob KriAea, das in Gletchge- 
widhie ist, aber keiae Axe des Gktehgewidils beritzt, zwei aeae das 
Gteichgewicfat ucht stofeade Kiifte laiaMr hiasogefagt wcidea köa- 
aea« so dass 6mm S jsttai eiae Gleichgewiohtsixe tob gegebeaer Rseh- 
taaig Cihak. — ^ 138. Zanatzr nad geometnscfae Briaatowagca. 

§. 137. Wie zo eiaeai SjBtesw ?«■ Knftea, welche aioht iai 
defehgrwiehte siad, zwei Kiifte hinzagefiigt werdea koBaea, dasa 
eia aadi bei der Ilrefaai^ am eiae gegebeae Axe fbrtdsoenidei Gleich- 
gewicht eatBtdit. — ^ 138- Statt die Axe als gcg e iica aazaadiaKB, 
fcaaa ana die Befingaag hnzasetzea, dass die Aagriffipaakle der zwei 
hiamrufug eadea Kräfte ia der Axe fiegea soDea. Eiae abo ^*^'"'mtf 
Axe heisse eiae Ps a pCsAj e der Drrimag. Kgcasdiaft deraeB>eB. — 
f. 139l Jedes Systesi tob Kriftea, das weder ii^ GleicA^ewiohle, 
■och aaf da Paar ledacirbar Ist, bat ia AllgeBeiBea eatwäer zwei 
HaaplaxeB der Dreha^g, oder keiae. — ^. ld8. 141. BestiauBaBg 

zwei HaqilBzea bei eiaeai aar aas swei Knftea besteheadea Sy- 
— ^. 142. Hüeiaach konaea aach ybb drei oder laehreraKrä- 

, die BBit eiaer Ebene paiaüel aad« die swei Hantuea 
Bswiid 
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1« Biehtoigeii zerlegt wird^ die zwei Mittelpimkte der mit der einen 
md mk w andern Riohtiuig paraitelen Kiiifte immer in derselben 
Geraden liefen , wie aach die zwei Richtungen angeMmmen werden« 

— §• liS* Beweis dieses Satzes für Krifte^ welohe^in einer Ebene 
catlMeii sind, elme Anwendung der Theorie dern^Hanptaxen. — 
$• 144« Ansdeluinng des Satzes auf Kräfte, die nach beliebigen Rieh- 
tnnge« im Räume wirken. — f. 145. Hieraus entstehen die Begrifle 
Ton Centralllnie nnd Centralebene eines Systems; — §. 146. Central- 
Unie der Centralebene, Centralptinkt der Centrallinie. — §. 147. Be- 
zidinngen^ die bei einem Systeme von Kräften in einer Ebene zwi- 
schen der Centrallinie, dem Centralponkte und den beiden Hauptaxen 
statt finden. — §. 14S. Analoge Bttiehnngen bei einem Systeme von 

. Kräften im Raome. — §4. 149. 150. Merkwürdige Beziahangen in 
dem spedellen Falte , wenn das System im Räume sich auf eine ein- 
zige Kraft rednoiren lässt. Ein solches System hat stets zwei Haupt- 
axen. Ka giebt nämlich in der Rkhtnng seiner Resultante zwei Punkte 
nnd zwei darch nie gehende Axen von der Eigenschaft, dass das durch 
Betetigang.des einen oder andern Punktes entstehende Gleichgewicht 
bei l>reirang des Körpers um die dem Punkte zogehörige Axe forSlauert« 
f. 161. Ist ein. System nicht anders , als auf ZMrei KrSfte reducir- 
bar^ ao kum für jede Richtung eine ihr parallele Axe gefunden wer« 
den, ^on der Beschaffenheit, dass durch Befestigung derselben Gleich- 
gewidit entsteht und bei Drehung des Körpers um dieselbe fortdauert« 

— §• 152» Zusätze« 

M. 163. 154. Untersuchung der Bedingungen, nnter welchen ei- 
nem (Systeme, das mit einem Paaie gleiche Wirkung hat, Hauptaxen 
der Dnhong zukommen«, \ 

# 

Neuntes Kapitel. 
Von der Sicherheit des Gleichgewichts« 

9« lft5. Begriff der Sicherheit und Unsicherheit des Gleichge^ 
wichts. -- 4§. 156. 157. Das Gleichgewicht zwischen nur zwei Kral^ 
ten ist sicher oder unsicher, jenachdem die Kräfte ihre Angriflspnnktc 
?on einander zu entfernen oder einander zu nähern streben. Dauem^- 
des Gleichgewicht. — §6. 158. 159. Bestimmung der Merkmale, bei 
welchen das Gleichgewidit zwischen parallelen KrSften sicher, dauernd, 
oder unsicher ist« — §§• 160. 161. Dieselbe Untersochung für das 
Grleichg<!wicht zwischen Kräften in einer Ebene und in Bezug auf 
eine solche Yerrückong des Körpers, bei welcher die Ebene sich 
parallel bleibt 

§. 162. Dem Gleichgewichte eines und desselben Systems kann 
nach der Verschiedenheit der Verrückung des Körpers Sicherheit und 
Unsicherheit zugleich zukommen. — §. 163. Analytische Bestimmung 
der Beschaffenheit des Gleichgewichts zwischen Kräften, die auf einen 
Körper nadi beliebigen Richtungen im Rnume wirken, bei Drehung 
des Körpers um eine ihrer Richtung nach gegebene Axe. — §. 164. 
Durdi Construction geführter Beweis, dass das Gleichgewicht yon ei- 
nerlei Beschaffenheit mit dem Gleichgewicbte der auf eine die Dre- 
hnngsaxe normal schneidende Ebene projicirten Kräfte ist. — §. 165« 
Vom nentralen Gleichgewichte. — §§. 166. 167. Entwickelung der 
Bedingungen, unter welchen das Gleichgewicht für alle Axen von 
eiaerlä Beschaffenheit ist. — §. 168« Noch einige bemerkenswerthe 
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Rdid#iiea swifchea des bierbd eingefoluten HüIfifToMeii. — f. 169. 
Ud allgemein^ Falle werden toii lüles dinrcfa etnen Foskt gf^emöea 
Axen die dee- «id»en Gldchgewichts Ton denen dei nnficbeni dnrch 
MeKnc^Qiflio^ det zweiten Grades abgesondert; fnr diqenigenAxen, ' 
welobe die KegeHtache selbst bilden, ist das Gleicbgefridit neotraL — 
^. 170. 171. Cnlersachang der .Sicberheit des GldcbgewidUs.» wenn 
das Hyttem dti Kräfte Axen det «leficbgewicbts bat. 

Zehntem Kapitel. 

Ton den Mndmis npd Mlniaia beidi Gleicbgewidite. 

§• 172. Analogie zwiscben der Sieberbett mnd Unsicherbeit das 
Gl^cbgewicbts nnd der Natw der- grossten nnd kLetnsteH Wertbe onev 
Toranderlichen Grosse. — $. 173. Far ein System Ton zwei Kräften 
-wird eine Fonction der Coordinaten der Angriffspunkte der Kräfte 
entwickelt, welcbe beim Grieicbgewiebte des Systems an Maximam 
oder Mininnim ist^ und zwar ersteres beim sicbem, letzteres beim 
nnsicbem« Gteicbp;ewiebte. — §. 174. Entwickelnng der analogen 
Fonctiooen for em System von mehrem Kräften in einer Bbcne nnd — 
4§. 175. 176u for ein S3rstem Ton Kräften im Ranme uberbaopt. 

DasPrincip der TirtnellenGeschwindigkeiten. §.177. 
Folge dieses Princips ans der Fonction, weldie beim Gleicbgewicbte 
ein Maximum oder ein Minimum ist. — §. 178. .Blementarer Beweis 
des Princips. — §. 179. Beweis des nmgekebrten ^Satzes^ dass» wenn 
die Gleichung zwiBcben den ▼irtuelten Gescbwindigkeiten bä jeder Ver- 
rnckung des Körpers erf&llt wbrd, Gleichgewicbt herrsclit. — §• 180. 
Mit Hälfe des Princi{»s der Tirtaellen G^eMÜiwindigkeiten können alle 
Angaben der Statik in Rechnung gesetzt nnd gelöst werden. Kurze 
Andeutung des hierbei von Lagrange beobachteten Verfahrens. — 
§. 181. Erläuterung dieses Verfahrens durch Entwickelnng der Bedin- 
gungen fSr das Gleichgewicht eines einzigen frei beweglichen Kör- 
pers. — §. 182. Es wird hieraus nmgekdirt die Fonction in §. 163. 
abgeleitet, welcbe durch ihren positi?en oder negativen Werth m er- 
kennen giehty ob das Gleichgewicht in Bezug .auf eine gegebene 
Axendrehung sicher oder unsicber ist. — §. 183. Aus den Formeln 
in §. 181. bargeleitete Theorie der. Zusammensetzung unendlich kJo- 
ner Drehungen. Diese Zusammensetzung geschieht ganz auf dieselbe 
Weise, auf weiche Kräfte zu einer Resultante mit einander yerbonden 
werden. Analogie zwiscben Kräften nnd Drehoogen in Bezug auf 
Paare und Momente. 

Das Princip der kleinsten Quadrate. ^. 184. Wird za 
dem beweglichen Systeme der Angriffspunkte Yon Kräften ein zweites 
System Ton eben so viel unbeweglichen Punkten hinzugefügt, so dass 
die Entfernaqgen der letztem von den erstem ihrer Riditung und 
Grösse nach die Kräfte ausdrucken, so ist die Summe der Quadrate 
dieser Entfernungen beim Gleichgewichte ein Maximam oder Minimum. 
Der umgekehrte Satz. — §. 185. Sind die gedachten Entfernungen 
unendlich klein, so ist die Summe ihrer Quadrate stets ein Minimum. 
— §. 186. Diese Summe wächst bei einer unendlich kleinen Ver- 
ruckung des beweglichen Systems um die Summe der Quadrate der 
beschriebenen Wege. — §. 187. Anwendung hieryon apf die einfach- 
sten Fälle. 
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Gesetze des Gleichgewichts 

switohen Kräften, 

welche auf einen einzigen festen Körper 

wirken. 
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Erstes Kapitel. 

Allgemeine Sätze vom Gleichgewichte. 

f 1. 

Üiin ruhender Körper kann nicht von selbst sich zu , 
bewegen anfangen. Die Ursache der Bewegung eines 
vorher ruhepden Körpers muss daher eine äussere seyn. 
Diese äussere Ursache der Bewegung nennt man Kraft. 

Nicht immer wird durch die Wirkungen von Kräf- . 
ten auf einen oder mehrere in Verbindung mit einander 
stehende Körper Bewegung erzeugt Es kapn auch 
geschehen, dass die Wirkungen der Kräfte sich ge- 
genseitig aufheben. Dieser ^Zustand der Ruhe, welcher 
ungeachtet mehrfacher Veranlassung zur Bewegung statt 
findet, heisst Gleichgewicht, und die Wissenschaft 
der Bedingungen, unter welchen die auf einen, oder 
mehrere mit einander verbundene, Körper wirkenden 
Kräfte im Gleichgewichte sind, wird die Statik genannt. 

. §. 2. 

Im Vorliegenden werden wir die Bedingungen des 
Gleichgewichts nur bei festen Körpern, d.h. bei denen 
in Untersuchung ziehen, bei welchen die gegenseitigen 
Entfernungen ihrer Theilchen durch keine Kraft geän- 
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dkrt werden koonou ADcrfings ist dieser Begriff Ton 
Fesfigkeit nur ideal^ indem es keinen Körper in der 
Natar giebt, dessen Gestalt dnrdi die Bnwirfcnng Ton 
Kräften nickt in etims, sei esaadi nodi so nmnerklidiy 
geändert würde. Die Resoltnte, n denen wir nnter der 
Annabme soldi' eater idealen Festigkeit durch dieTbemie 
gelangen, werden daher dnrdi keine Eifi&rang toD- 
konunen bestätiget werden. Indessen wird Ton diesen 
Resultaten fie Eifi&rang mn so weniger ahwndiea, je 
weniger die dabei angewendeten Körper Ton jen^ idealen 
Festigkeit adi entfernen. 

Cebrigens werden wir in fiesem ersten TWQe der 
Statik das Glrichgewidit nnr an einem eindgai, mit 
keinem andern in Berulirang stehenden und somit frei 
bewenden, festen Körper betrai&ten. Eni solcher 
ist daher in dem Nächstfolgende a , auch wenn er mdit 
besonders erwähnt wird, stets als Toransgesetit 



f. 3. 

Deijemge Punkt eines Koipcrs, den dne auf den 
Körper wirkende Kraft innaehfit in Bewq;ung zu setzen 
strdlit, heisst der Angriffspunkt der Kraft. Die 
Richtung aber, nach wdcher sidi fieser Punkt, warn 
er <dme Terfaindung mit dem Körper, durdi fie Kraft 
getrieben, bewegen wurde, nennt man die Richtnng 
der Kraft. 

Ausser dem Angritkpunide und der Richtung ist bei 
jeder Kraft noch ihre Intensität oder Stärke zu 
bernckfichtigen, eine Grösse, deren Regriff hier nodi 
mcht näh» bestimmt werden kann, bsndun erst im 
weiton FiHlgange dieses Kapitels durd diePrinci^en 
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§. 4. 

I« Grundsatz. An einem frei beweglichen 
Punkte, auf welchen eine Kraft wirkt, kann 
immer eine zweite, der erstem das Gleich- 
gewicht haltende, Kraft angebracht werden, 
und diese zweite muss, wenn Gleichgewicht 
statt finden soll, eine der erstem entjgegen- 
gesetste Richtung haben. 

Nicht je zwei auf einen frei heweglichen Punkt 
naöh entgegengesetzten Richtungen wirkende Kräfte 
halten einander das Gleichgewicht. Geschieht dieses 
aber, so sollen die Kräfte ihrer Intensität nach 
einander gleich, oder sdilechtlun einander gleich 
genannt werden« 

Wenn von drei Kräften die erste und zweite, an 
einem Punkte nach entgegengesetzten Richtungen ange- 
bracht, mit einander im Gleichgewichte sind, und wenn 
dasselbe auch von der zweiten und dritten gilt, so gilt 
es auch von der ersten und dritten; oder kürzer: 

II. Grundsatz. Zwei Kräfte, deren jede 
einer dritten gleich ist, sind einander selbst 
gleich. 

in. Grundsatz. Ist von zwei oder mehrern 
anf einen Körper wirkenden Systemen von, 
Kräften jedes für sich im Gleichgewichte, so 
sind es auch die Kräfte aller Systeme in Ver- 
einigung. 

lY« Grundsatz. Wenn zwi&chen mehrern 
auf einen Körper wirkenden Kräften Gleich- 
gewicht statt findet, und eine Anzahl dersel- 
ben für sich im Gleichgewicht ist, so herrscht 
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auch zwischen den übrigen, für sich genom- 
men^ Gleichgewicht 

§. 5. 

Folgerungen, a. Hält eine Kraft /9 einem Systeme 
jS> zweier oder mehrerer Kräfte das Gleichgewicht, so 
ist auch jede andere der p gleiche Kraft ^, wenn sie 
an dem Angriffspunkte A Ton p und nach i^r Richtung 
Ton p angebracht wird, mit S im Gleichgewichte. Denn 
sei r eine zweite der p^ also auch (II.) der q^ gleiche 
Kraft. Man bringe ^ in ^ nach der* Richtung von py 
und r ebendaselbst nach der entgegengesetzten Rich- 
tung, an. Alsdann ist ^ mit r im Gleichgewicht, und 
es wird folglich das Gleichgewicht zwischen p und iS 
dadurch nicht gestört. (ÜI.). Bei dem nunmehrigen 
Systeme von p^ q^ r, jS^ sind aber auch p nnd r im 
Gleichgewichte; folglich muss auch zwischen q und S 
Gleichgewicht statt finden. (IV.). 

b. Halten sich mehrere Kräfte /9, ^, r, ... das 
Gleichgewicht, so besteht dasselbe auch zwischen Kräf- 
ten p\ ^, ^, ..., die den ersteren resp. gleich sind 
nnd auf die Angriffspunkte der erstem nach entgegen- 
gesetzten Richtungen wirken. Denn lässt man p\ ^,. 
/*',... mit /9, y, r, ... zugleich wirken, so ist p' mit p^ 
ff mit 7, u. s. w. besonders im Gleichgewichte; folglich 
sind es auch /?, 7, r, ... und p\ ^, r^, ... in Vereini- 
gung (HI.). Weil aber /?, 7, r, ... fuir sich im CSleich-» 
gewichte sind, so herrscht dasselbe auch zwischen 
//, /, r',,.. (IV.) 

In dem System von //, ff, r^, ... kann nach n. für 
p^ die ihr gleiche Kraft p nach der Riditnng von p\ 
nnd eben so ^ f ür / nach der Richtung von /, u. s« w. 
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gesetzt werden« Hiemaoh lässt sieh der voranstehende 
Salz auoh alse ansdrüoken: 

Das Oleiehgewiekt xwuehen mehrem Kräften 
wir 4 nickt unterbraehen^ wenn man jede Kraft an 
ihrem Angriffspunkte nach einer ^ ihrer aitfangliehen 
entgegengesetzten^ Richtung amiringt. 

e. BeEeichne P ein System von Kräften, und P 
ein zweites^ in welchem die Angriffspunkte und Intensi- 
täten der Kräfte dieselben wie im ersten, die Richtun- 
gen aber die entgegengesetzten sind* In der derselben 
gegenseitigen Beziehung stehen die Systeme Q und ^, 
S und Sr. Ist nun 1) P mit Q und 2) P mit S im 
Gleichgewichte, so ist es auch Q^ mit S. Denn wegen 
1) ist nach b. P mit ^ im Gleichgewichte, folglich sind 
wegen 2) nach III. /^, Q!y P, iS. zusammen im Gleich- 
gewichte» Es sind aber die Systeme P und P für sich 
im Gleichgewichte, weil sie zusammen aus Paaren von 
einander gleichen Kräften bestehen, ^ie auf einerlei 
Punkt einander entgegen wirken. Mithin müssen nach 
ly. auch ^ und S sich das Gleichgewicht halten. 

Da endlich nach a. statt ^ die Kräfte des Systems 
Q, selbst, nach mitgegengesetzten Richtungen genom- 
men, gesetzt werden können, so lässt sich der eben 
erwiesene Satz folgendergestalt aussprechen: Wenn 
von zwei Systemen von Kräften (Q und S) jedes mit 
einem dritten {P) im Gleichgewicht ist, so sind sie es 
auch unter sich, nachdem die Kräfte des einen (Q) 
an ihren Angriffspunkten nach entgegengesetzten Rich- 
tungen angebracht worden. 

§.6. 

Zwei auf einen Körper wirkende Systeme von Kräf- 
ten nenne man gleichwirkend, wenn das eine, nach- 
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dem die Richtungen seiner Kräfte in die entgegenge- 
setzten verwandelt worden, dem andern das Gleichge- 
wicht hält. So sind , mit Anwendung der Vorigen Be- 
zeichnung, die Systeme P^ und Q, oder P^ und S^ so 
wie P und S^^ gleichwirkend, wenn P mit Q, oder P 
mit S im Gleichgewicht ist; und ehen so sind Q un4 
S gleichwirkend, wenn Q' und iS», also auch Q, und S 
sich das Gleichgewicht halten. 

Mit Hülfe dieser Benennung lässt sich der Satz in 
§, 5. c. lauf mehrfache Weise ausdrücken: 

1) Zwei Systeme van Kräften (Q und S)^ deren 
jedes mit einem dritten (P) im Gleichgewicht isty 
sind von gleicher Wirkung ^ und umgekehrt: 

2) Sind xwei Systeme {P und S) gleichwirkendy 
so ist mit jedem dritten Systeme (Q)y mit welchem^ 
das eine (P) das Gleichgewicht hält y auch das. andere 
{S^ im Gleichgewichte y' d.i,i Gleichwirkende Systeme 
können in Bexug auf das Gleichgewicht für einander 
gesetzt werden. 

3) Zwei Systeme {Q und iS), deren jedes einem 
dritten (F) gleichwirkend ist^ sind es auch unter sich. • 

#.7. 

Eben so, wie ganze Systeme, können auch einzelne 
Kräfte unter sich und mit Systemen einerlei Wirkung 
haben. Sollen zwei einzelne Kräfte gleichwirkend sein, 
so ^luss, nach der vorhergehenden Definition gleich- 
wirkender Systeme, die eine, in entgegengesetzter 
Richtung genommen, der andern das Gleichgewicht 
halten. Es müssen folglich beide, wena sie auf einen 
und denselben Punkt des Körpers wirken, einerlei 
Rich{iang und gleiche Intensität haben. 
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Eine emzelne Kraft, welche mit einem Systeme von 
vMi oder mehrem Kr&ften gleichwirkend ist| heisst die 
Resultante des Systems. 

Hat daher ein System eine Resultante , und wird 
diese mit entgegengesetzter Richtung als neue Kraft 
dem Systeme hinzugefügt, so kommt dadurch das Sy- 
stem ins Gleichgewicht Und umgekehrt: ist ein System 
im Gleichgewichte, so ist jede Kraft desselben, nach 
«Dtgegengesetzter Richtung genommen, die Resultante 
der jedesmal übrigen. 

Ist die Kraft p die Resultante des Systems jS^, und 
soll auch die Kraft f als Resultante von S gelten kön- 
nen, so müssen nach §• 6. 3. p und ^ gleich wirkend 
sein und folglich, wenn sie auf einerlei Punkt wirken, 
einerlei Richtung und gleiche Intensität haben. Einem 
Systeme von Kräften können daher nicht zwei Re^ 
mltanten zukommen^ die^ auf denselben Punkt wir" 
kendj an Intensität oder Richtung verschieden wären. 
Und eben so müssen zwei Kräfte ^ deren jede auf 
denselben Punkt wirkend mit demselben Systeme das 
Oleichgewicht hiUty gleiche Intensität und einerlei 
Richtung haben. 

f 8. 

Aus jedem Systeme von mehr als zwei Kräften, 
welche im Gleichgewichte sind, lassen sich immer auf 
mehrfache Weise zwei gleichwirkende Systeme bilden^ 
indem man zu dem einen System einen beliebigen Theil 
der Ejräfte des anfänglichen Systems nach entgegen« 
gesetzten Richtungen nimmt, und das andere System 
aus den übrigen Kräften mit nicht veränderten Rich- 
tungen bestehen lässt. Man kann daher die Statik 
auch als die Wissenschaft betrachten, welche lehrt, 
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unter weloheu Bedingimgen zwei Systeme von Kräften 
gleiche Wirkung mit einander haben, und wie ein ge- 
gebenes System in ein anderes von gleicher Wirkung 
verwandelt werden kann, — auf ähnliche Art wie die 
mathematische Änalysis in Bezug auf Grössen über-^ 
haupt die aus ihnen zusammengesetzten Ausdrücke mit 
einander vergleichen und umformen lehrt. 

Sind aber zwei Systeme in statischer Rücksicht von 
einerlei Wirkung, so sind sie es auch in d3rnamischer3^ 
d. h. sie bringen einerlei Bewegung hervor, wie dies 
ganz leicht mit Zuziehung des Grundsatzes erhellet, 
dass die Bewegung eines Korpers durch Hinzufugung 
oder Wegnahme von Kräften^ die unter sich im Gleich- 
gewichte sind, nicht geändert wird. Die Statik ist hier- 
nach die nothwendige Yorbereitungswissensohaft zu der 
Bewegungslehre oder Dynamik, indem sie die vbrge- 
gegebenen Kräfte dergestalt mit einander verbinden, 
oder in andere verwandeln lehrt, dass daraus mittelst 
der Principien der Djrnamik die bewirkten Bewegungen 
am einfachsten hergeleitet werdrai können. 

§9. 

y. Grundsatz. Wenn Kräfte in beliebiger 
Anzahl einen gemeinschaftlichen Angriffs- 
punkt haben und nichtim Gleichgewichte sind, 
so kann dieses immer durch Hinzufugung einer 
neuen auf denselben Punkt wirkenden Kraft 
hergestellt werden^ oder: 

Ein System von Kräften, die auf einen und 
denselben Punkt wirken und nicht im Gleich- 
gewichte sind, hat eine auf denselben Punkt 
wirkende Resultante. 
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Zusätze, .a. Die Richtung und Stärke jener das 
Gleichgewicht haltenden Kraft oder dieser Resultante 
ist aus den Kräften des Systems nur auf eine Weise 
bestimmbar (§• 7.). Fallen daher die Richtungen sämmt« 
lieber Kräfte in dieselbe gerade Linie, so ist darin auch 
die Richtung ihrer Resultante enthalten, indem sonst, 
wenn die Resultante mit dieser Linie einen Winkel bildete» 
jede andere Gerade, welche mit der Linie denselben 
Winkel macht, die Richtung der Resultante sejn könnte« 
b. Aus gleichem Grunde ist von zwei Kräften p 
und g^ die einerlei Angriffspunkt A (Fig. 1.) haben ^'^ 
und mit einander einen Winkel bilden, die ihnen das g 
Gleichgewicht haltende Kraft r, folglich auch ihre Re- 
sultante, in der Ebene des Winkels enthalten. Denn 
seyen APy AQy AR die Richtungen von/9, ^, r, so 
müssen, auch wenn diese Linien über A hinaus nach 
P'y Q^y Bf verlängert werden, die Kräfte py q^ r nach 
den Richtungen AP^^ AQfy AR im Gleichgewichte 
seyn (§• 5. b.). Man drehe nun das System letzterer 
drei Richtungen in der Ebene des Winkels P'AQ' um 
A herum, bis AP' in AP fällt, so fäUt AQf in AQi 
'AR aber muss m AR fallen, indem, wenn ^jß^ nicht 
die Richtung AR^ sondern irgend eine andere AS 
erhielte, die nach AP und AQ wirkenden Kräfte p 
und q sowohl durch eine nach AR als durch eine nach 
AS gerichtete Kraft in's Gleichgewicht gebracht wer- 
den könnten, welches nicht möglich ist. (§• 7.)« Die 
Richtung AR fallt aber nach der Drehung ersichtlich 
nur dann, und dann immer, mit AR zusammen, wenn 
AR in der Ebene PAQ enthalten ist. 

^. Sind zwei auf einen Punkt A wirfsende Kräfte 
p und q einander gleich, so wird der Winkel ihrer 
Richtungen AP und AQ von ihrer Resultante halbirt« 
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Denn maa Tertusdie die Kräfte, indem man p nach 
^Q und f naeh ^P iniken laast, so wird die Resul- 
tante nnnmehr mit AQ denselben Winkel machen, den 
sie vorher mit JiP Inldete. Da aber p nnd ^ mnander 
gleidi sein sollen, so ist durch diese Yortansdmng das 
System der beidoi Kräfte, folgUdi andi ihre Resnlr 
tante, miFerändert geblieben. Die Resultante muss 
daher mit AP und AQ gleidie Winkel machen, d. i. 
den Kinkel FAQ halbiren. 

f. 10. 

TL Grundsats. Zwischen Kräften, die auf 
einen und denselben Punkt nach einerlei Rii^h- 
tung wirken, giebt es kein Gleichgewicht. — 
Die ihnen das Gleidigewidit haltende Kraft hat daher 
die entgegengesetite Richtung, und ihre Resultante 
mit ihn^i selbst einerlei Richtung. 

VUL Grundsatz. Wenn die Richtungen 
zweier auf einen Punkt wirkenden Kräfte ei- 
nen Winkel bilden, so fällt die Richtung der 
Kraft, welche zum Gleichgewichte erforder- 
lich ist, in den Scheitelwinkel, also die Rioh^ 
tung der Resultante in den Winkel selbst. 

f. 11. 

Die Intensität einer Kraft nennt man das Dop- 
pelte, Dreifache u* s. w. der Intensität einer 
andern Kraft, oder geradenoi dBe eine Kraft das Dop- 
pelte, Drdfisdie n^ s. w. der audem, wenn ue von 
awd, drm n. s. w. Kräften, weldie einsein der audem 
gldch sind und auf dnen Punkt nach eineriei Richtung 
wiiken, die Resultante ist 

Zwei Kräfte P und Q, sagt man hiernach, veriial- 
len aidi me die ganzen Zahlmi p nnd f, wenn es eine 
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dritte Kraft giebt, von welcher P das /ifaohe und Q 
das ^ fache ist; oder was auf dasselbe hinauskommte 
wenn das y fache von P dem /? fachen von Q gleich isL 
Weil aber Kräfte auch in irrationalen Verhältnissen za 
einander stehen können, so «ftellen wir noch folgende 
Definition des Verhältnisses zwischen Kräften auf, die 
der bekannten Euklidischen Definition des Verhältnisses 
zwischen Grössen überhaupt, nachgebildet ist: 

Zwei Kräfte P und Q verhalten sich wie 
die Zahlen/9 und 7, wenn von beliebigen Gleichviel- 
fachen, die man von P und py und beliebigen Gleich- 
vielfachen, die man voif Q und q nimmt, das Vielfache 
von p dem Vielfachen von g gleich, oder kleiner, oder 
grösser als dasselbe ist, je nachdem die Vielfachen von 
P und Qj wenn man beide nach entgegengesetzten 
Richtungen auf einen Punkt wirken lässt, sich entweder 
das Gleichgewicht halten, oder man in der Richtung 
des Vielfachen von P, oder des Vielfachen von Q eine 
Ejraft hinzuzufügen nöthig hat, um Gleichge\^icht her- 
vorzubringen. 

Hiernach kann das Verhältniss zweier Kräfte P 
und Q stets durch Zahlen, und dieses so genau, als 
man will, bestimmt werden. Sei nämlich P= Q + Zy 
wo ft + Z einstweilen noch nicht die Summe, sondern 
die Resultante zweier nach einerlei Richtung wirkender 
Kräfte Q, und Z bezeichnen soll, so dass in Folge der 
gesetzten Gleichung auf der, Seite von Q noch eine 
Kraft Z angebracht werden muss, um der Kraft P 
auf der andern Seite das Gleichgewicht zu halten« 
Man nehme nun von P irgend ein Vielfaches nPy und 
von Qy wenn es möglich ist, ein Vielfaches mQy wel- 
ches dem nP gleich ist, und es werden sich die Kräfte 
P und Q, wie die Zahlen m und n verhalten. Giebt 
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es aber kein dem nP gleiches Vielfaches von €, so 
lässt sich doch immer Ton Q ein solches Vielfaches 
mQ nehmen y dass mit Anwendung der vorigen Bezeieh- 
nungsärt 1) nP=m(l+X und 2) nP+Y={m+t)Q 
ist. Verhalten sich nun P und Q^ wie die Zahlen p 
und y, so muss, zufolge der Definition, wegen 1), 
np'^mg^ und wegen 2), ^/^ <C (^ + 1) 9^ seyn. Das 
gesuchte Verhältniss pig vak daher zwischen den zwei 
Verhältnissen m : n und m + tin enthalten, deren Un- 
terschied desto kleiner, kleiner als jede angebbare 
Grosse, wird, je grösser man n'j und folglich auch 
»», nimmt» 

§. 12, ' 

So wie auf diese Weise das Verhältniss je zweier 
Kräfte numerisch bestimmt werden kann, so ist auch 
umgekehrt, wenn von zwei Kräften ihr numerisches 
Verhältniss und die eine gegeben ist, auch die andere 
gegeben. Von zwei oder mehrern Kräften werden dap 
her alle bestimmt seyn, wenn es nur eine derselben 
unmittelbar ist, für jede andere aber ihr Verhältniss zu 
jener bestimmt ist Man pflegt hiernach eine gewisse 
Kraft als Einheit anzunehmen und jede andere Kraft 
durch die Zahl auszudrücken, die sich eben so zu der 
numerischen Einheit, wie letztere Kraft zu der als 
Einheit festgesetzten Kraft verhält* 

Wenn daher in dem Folgenden von der Sumnie 
oder dem Unterschiede zweier Kräfte die Rede seyn 
wird, so ist darunter nichts anderes, als die Kraft 
zu verstehen , deren Zahl der Summe oder dem Unter- 
schiede der den erstem Kräften zugehörigen Zahlen 
gleich ist. Eben so wird eine Kraft klemer, als ^ine 
andere, genannt werd^d, wenn die Zahl der erstem 
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kleiner, als die der letztern ist, eder, was nach obiger 
Definition des Verhältnisses dasselbe aussagt: wenn die 
erstere erst in Verbindung mit einer andern nadi der- 
selben Richtung wirkenden Kraft mit der andern gleiche 
Wirkung erhält* Denn die gewöhnliche Erklärnng, 
wonach eine Grösse kleiner, als eine andere, heisdt, 
wenn sie einem Theile der andern gleich ist, kann auf 
Kräfte nicht angewendet werden, da Kräfte, als int0»> 
8i¥p Grossen, nicht, gleich den extensiven, aus unter« 
scheidbaren Theilen zusammengesetzt sind« 

Sehr Tortheilhaft kann man in der Statik die Kräfte 
auch durch Linien ausdrücken. Ist nämlich A der An- 
griffspunkt einer Kraft, so trage man nach der Rich- 
tung zu, in welcher sie wirkt, eine ihrer Intensität pro- 
porfSonale Linie ABj d. i. eine Linie, welche in dem- 
selben Yerhältniss zu der als Linieneinheit angenom- 
menen Länge steht, als die Kraft zu der Einheit der 
Kräfte; und auf diese Weise wird mit der Linie AB 
der Angriffspunkt, die Richtung und die Intensität der 
Kraft zugleich Torgestellt. 

§. 13. 

Lehrsatz. Die Resultante zweier auf einen Punkt 
nach einerlei Richtung wirkenden Kräfte P und Q ist 
der Summe derselben gleich. 

Beweiia* Verhalten sich P und Q wie zwei ganze 
ZaUea p uad ^, giebt es also eine Kraft {7, von weU 
eher P das /p fache und Q das f fache ist, so kann man 
stott P^ ^Kräfte, und statt <ü, ^Kräfte, deren jede 
=p: 17 ist wd nach derselben Richtung wie P oder Q 
wirkt, setzen. Von diesen p + g Kräften mit. einerlei 
Richtung ist abea^ die Reäoltante das (^ + 7) fiache von 
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U^ oder die Kraft p + f^ wenn P und Q durch die 
ihnen proportionalen Zahlen p und g ausgedruckt werden. 

Dasselbe erhellet auch darwis, dass, wenn sich 
Pi Qz=sp : g Teriiäl^ das ^fache von Pj oder gP^ mit 
pQ^ also audi pP und gP nach eineriei Richtung nut 
/iPund/^Q nach einerlei Richtung^ d.Ldas(/i-f-$r)£Ache 
von P taiit dem /i fachen der Resultante von P und 
Q ins Gleichgewidit gebradit werdet kann, und dass 
uch daher diese Resultante su der Kraft P me p+g 
zu p verhalt* 

Lässt sich das Yeriiältniss swisdien P und Q nicht 
durch ganze Zahlen ausdrficken, so ist der Beweis 
mit Anwendung der Grenzverhältnisse zu fuhren, oder 
auf ähnliche Art, wieEuklides in seiner Lehre von den 
Yerhältmssen zu Werke geht, was ich aber, um Weit- 
läufigkeit zu vermeiden, hier unterlasse. 

Zusatz. Auf ganz ähnlidie Weise ergiebt *sich^ 
dass auch von drei oder mehrem Kräften, welche auf 
einen Punkt nach einerlei Richtung wirken, die Resul- 
tante ihrer Summe gleich ist; dass von zwei einander, 
nicht gleichen Kräften, welche auf einen Punkt nach 
entgegengesetzten Richtungen wirken, die Resultante 
der Unterschied der beiden Kräfte ist und die Richtung 
der grossem hat; dass von mehrem an einem Punkte 
angebrachten Kräften, welche in derselben Linie zum 
Theil nach einerlei, zum Hieil nach entgegengesetzten 
Richtungen wirken, und deren je zwei, wenn sie ent- 
gegengesetzte Richtungen haben, mit entgegengesetzten 
Zeich^i genommen werden, die Resultante der algebrai- 
schen Summe der Ejräfte gleich ist, und nach der Rich- 
tung deijenigen Kräfte wirkt, mit denen sie einerlei Zei- 
chen hat; dass endlich, wenn diese algebraische Summe 
dch Null findet, Gleichgewicht herrsdit 
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§. 14. 

YIII, Grundsatz. Zwei Kräfte, welohe auf 
zweiPunkte eines frei beweglichen festen Kör- 
pers wirken, sind nur dann, und dann immer, 
im Gleichgewichte, wenn sie gleiche Intensi- 
täten und einander g'erade entgegengesetzte 
Richtungen haben, so dass letztere in die, die 
beiden Paukte verbindende. Gerade selbst fallen. 

Folgerungen^ a.^Sind zwei Kräfte auf die be- 
sagte Art im Gleichgewichte, und wird von einer dersel- 
ben die Richtung in die entgegengesetzte verwandelt, 
so hat man zwei Kräfte, die gleiche Intensität und einer- 
lei Richtung haben und nach §. 6. gleichwirkend sind. 
Die Wirkung einer Kraft wird daher nicht geändert, 
«renn man zu ihrem Angriffspunkt einen beliebigen andern 
Punkt ihrer Richtung wählt, der mit dem anfanglichen 
fest verbunden ist; oder, wie man sich kurz auszudrücken 
pflegt: eine Kraft kann ohne Aenderung ihrer Wir* 
kung auf jeden Ihtnkt i/trer Richtung ver leg t werden^ 

b. Es wird daher auch das Gleichgewicht eines 
Systems von Kräften nicht gestört und überhaupt die 
Wirkung eines Systems nicht geändert werden, wenn 
man die Intensität und Richtung jeder Kraft ungeän- 
dert lässt, für den Angriffspunkt aber irgend einen 
andern mit dem erstem fest verbundenen Punkt ihrer 
Richtung nimiht; mit aifdern Worten: die Wirkung 
einer Kraft auf einen festen Körper ist schon genug- 
sam durch die Richtung und Intensität der Kraft be- 
stimmt, indem für ihren Angriff jeder Punkt des inner- 
halb des Körpers fallenden Theiles ihrer Richtung ge- 
nommen werden kann. 

e. Der Satz; dass auf einen Punkt wirkende Kräfte 
eine auf denselben Punkt wirkende Resultante haben, 

2 
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lässt sich hieniach allgemeiner also ausdrucken: 
oder nebrere Kräfte, deren Riditongen sich in einem 
Punkte sehneiden, haben eine durch densdbeo Punkt 
gehende Re&ultante. 

d. Eben so gilt Alles, was im rorigen ^ Ton 
Kräften erwiesen wurde, die einerlei Angriffspunkt und 
in dieselbe Gerade fallende Richtungen haben, auch dann 
schon, wenn bloss die letziere Bedingung erfiiUt ist« 
Unter der TerauMsetxMmg als9y da$s je xmei Kräfte j 
deren RieXinngen einander enigegengeeetxi Mindj mit 
entgegengesetzten 2ieieAen genmntnen werden^ iet 
van zwei oder tmeArem Kräften^ ven denen die MicA" 
tungen (undmUtAin auek die Angriffepmnkte)in9Ueeelie 
Gerade fallen^ die RemUante gleich der Swmune der 
Kräfte und die MieAtung der Resultante einerlei 
out der RieAtung derjenigen Kräfte^ mit denen sie 
einerlei ZeieAen Aatf ikr Angriffspunkt aber iasm 
wiükuArlieA m der Geraden genauunen werden. let 
die Summte der Kräfte msJly sc sind sie im GleieAr^ 
gewieAte^ 




Zweites KapiteL 

Tom Gleichgewichte zivischen Kriftepaareii in 

einer Ebene. 

%. 15. 

Sejen p und ^ xwei auf einen Punkt A (Fig. 2.) 

nach den Richtungen AP und AQ, wirkende ILräfte, 

r ihre Resultante, deren Richtung ^i2 in die Ebene 

« PAfl falU (f. 9. A.\. Die Intensität dieser Resultante 
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und die Winkel ihrer Richtung mit den Richtungen von 
p und g können von nichts Anderem, als den Intensitä- 
ten und dem Winkel der Richtungen von p und y ab- 
hängig seyn. Bringt man daher an irgend einem ande- 
ren Punkte Af zwei den p und g resp^. gleiche Kräfte 
p' und / nach Richtungen A'P^ und A'^ an, die mit 
AP und AQ parallel sind, so wird die Resultante r^ von 
p' und ^ der r gleich seyn und eine mit AR parallele 
Richtung A'JK haben. Ist dabei A' ein Punkt der Alt 
selbst, wie in der Figur, so fallen die Richtungen Alt 
und A^B^ zusammen, und die beiden Resultanten r und 
f^ werden gleichwirkend (§. 14. a.), also auch p'uüä^ 
gleichwirkend mit p und 7. Lassen wir folglich^ die 
Kräfte p' und / nach den entgegengesetzten Richtungen 
P'Af und Q^A^ wirken, so sind sie mit p und g zu- 
sammen im Gleichgewichte. Zwei Kräfte, deren Richtun« 
gen sich schneiden (vergl. §.14.^.), kommen demnach ins 
Gleichgewicht, wenn durch einen Punkt ihrer Resultante 
zwei ihnen resp. gleiche, parallele und entgegengesetzte 
Kräfte gelegt werden; woraus wir weiter schliessen: 

1) Zwei sich schneidende Kräfte (/?, g) und eine 
dritte {p')y der einen (p) von ihnen gleiche, parallele 
und entgegengesetzte Kraft können nicht im Gleichge- 
wichte seyn, indem dieses erst dann entsteht, wenn durch 
den Punkt, in welchem die dritte (p^) die Resultante 
(r) der beiden erstem schneidet, eine vierte, der andern 
iv) jener beiden gleiche, parallele und entgegengesetzte 
Kraft (/) gelegt wird. 

Die Richtungen von py g^ p% / bilden hierbei ein 
Parallelogramm, in dessen eine Diagonale die Richtungen 
der Aesultanten r und r^ fallen. Ist nun noch p = 9y 
also auch =/9'=s/, so halbirt jene diagonale Richtung 
die Winkel von $r mit p und von / mit p' (§• 9« c?.), 

2* 
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und das ParaUelop-amiii wird ein Rhombas, welches 
folgenden Satz gif^t: 

2) ^d ^, B^ Cy D (Fig. 3.) die Tier aof einan- 
der folgenden Ed^en eines Rhombus, so hahen sich 
Tier einander gl^die nach AD^ AB^ CBj CD ge- 
richtete Kräfte das Gleichgewicht. 

i. 16. 

Um die Ergebnisse des Torigea ^ einfacher ans- 
dr&cken and damit bequemer benutzen zu können, nenne 
man zwei einander gleiche nach parallelen, aber ent- 
gegengesetzten Richtungen liirkende Kräfte ein Kräf- 
tepaar oder schlechthin ein Paar. Der gegenseitige 
Abstand der beiden Richtungen, oder das Ton irgend 
einem Punkte der einen Richtung auf die andere ge- 
fällte Perpendikel, heisse die Breite des Paares. 
Zwei Paare nenne man einander gleich, wenn die zwn 
Kräfte und die Breite des einen Paares den zwei Kräf- 
ten und der Breite des andern gleich sind. 

Denkt man sich auf der Ebene des Paares zwischen 
den beiden Kräften stehend, und erscheint dann die 
eine Kraft, nach welcher man das Auge gewendet hat^ 
Ton der Rechten nach der Unken, (oder Tan der Lin- 
ken nach der Rechten) gerichtet, so wird nadi einer 
halben Drehung des Auges um eine auf der Ebene 
normale Axe auch die andere Kraft in dieser Rich- 
tung erscheinen. Man sage alsdann: das ELräftepaar 
habe einen Sinn Ton der Rechtra nadi der Linken 
(oder Ton der Linken nach der Rechten). . Auch kann 
man den einen Sinn, etwa den tou redits nach links^ 
den positiTen und den andern den negatiTen Sinn 
nennen. Hiemach Tcrstebe man auch den Ausdruck: 
zwei Paare in einer Ebene, — oder audi in zwei par- 
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Allelen Ebenen, — haben einerlei, oder sie haben 
entgegengesetzten SioD. — Der so erklärte Sinn 
eines Paares Ist übrigens zugleich mit demjenigen ei- 
nerlei, nach welchem jede der beiden Kräfte den Kör- 
per, worauf sie wirken, zu drehen strebt, wenn dieser 
an einer anf der Ebene der Kräfte normalen und zwi- 
schen ihnen hinduroh gehenden Axe befestigt ist. 

§. 17. 

Von den vier einander gleichcu Kräften in dem 2. 
Satze des ^. !$• bilden demnach die nach JID und 
Cß (Fig. 3.) gerichteten ein Paar, und die nach AB 
und CO gerichteten ein zweites von entgegengesetztem 
Sinne. Beide Paare aber sind einander gleich, da die 
yier Kräfte es sind, und zwei einander gegenüberlie- 
gende Seiten eines Rhombus eben so weit von einander 
entfernt sind, als die beiden andern Seiten. Da nun 
anch umgekehrt die Richtungen der vier Kräfte -zweier 
einander gleichen Pisare in einer Ebene, den einzigen 
Fall ausgenommen, wenn sämmtliche vier Richtungen. 
einander parallel sind, einen Rhombus bilden, so können 
wir mit einstweiliger Beseitigung dieses Falles, den 
obigen Satz also ausdrücken: 

Zwei Paare in einer Ebene, die einander gleich 
und von entgegengesetztem Sinne sind, halten einander 
das Gleichgewicht; — folglich auch nach §. 6., wenn 
man die Richtungen der Kräfte des einen Paares in die 
entgegengesetzten verwandelt: 

Zwei Paare in einer Ebene, die einander gleich 
und von einerlei Sinne sind, haben gleiche Wirkung; 
«— oder was dasselbe aussagt: 

jE$n Paar kamt m seiner Ebene y ohne Aenderung 
seiner Wirkung^ wohin man willy verlegt werden. 
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Was noch den hierbei beseitigten Fall anlangt, 
wenn die Kräfte der zwei einander gleichen Paare ein- 
ander parallele Richtungen haben, so denke man sich 
noch ein drittes Paar hinzu, das mit jenen zweien in 
einer Ebene liegt, jedem derselben gleich ist, mit ihnen 
einerlei Sinn hat, nnd dessen Kräfte die Kräfte der 
erstem unter einem beliebigen Winkel schneiden* Ver- 
möge des vorhin Erwiesenen ist nun dieses dritte Paar 
mit jedem der beiden erstem gleich wirkend; mithin sind 
auch die beiden erstem selbst von gleicher Wirkung, 
und der aufgestellte Satz gilt daher ohne Beschränkung« 

f 18. 

Aus dem 1. Satze in §. 15« folgern wir: 

Zwischen drei Kräften (/?, p\ 7) in einer Ebene, 
von denen zwei (/9, p') ein Paar bilden, kann kein 
Gleichgewicht bestehen. Wohl aber kann dieses duroh 
Hinzufügung einer vierten Kraft (/) hergestellt werden, 
welche mit derjenigen (^) der drei Kräfte, die nicht 
zum Paare gehört, ein zweites in derselben Ebene ge- 
legenes Paar, mit einem dem erstem entgegengesetzten 
Sinne, ausmacht; oder mit Berücksichtigung von §»6:: 

Sind in einer Ebene ein Paar und eine einzelne 
Kraft gegeben y 90 läsät sich letztere durch eine noch 
andere Kraft in der Ebene xu einem Paare ergän- 
zen j welches mit dem gegebenen Paare einerlei Wir'- 
kung hat. Dieses zweite Paar aber muss mit dem 
gegebenen y wenn es ihm gleichwirkend seyn solly ei- 
nerlei Sinn' haben. 

Dass, wie hier hinzugesetzt wurde, zwei sich das 
Gleichgewicht haltende Paare von entgegengesetztem, 
und folglich zwei gleichwirkende von einerlei, Sinne 
sejn müssen, erhellet leicht mittelst des VII. Gmnd« 
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•atees in %. 10. Ist nämlich ABCD (Fig. 4.) das Von 
den zwei Paaren p^ p^ und g^ / gebildete Parallelo- 
. gramm, und AB die RicbtuDg von p^ so ist CjD die 
Richtung von p*\ und die zwei Paare sind Ton einerlei 
oder entgegengesetztem Sinne, nachdem DA oder 
AD die Richtung von einer der beiden Kräfte des an- 
dern Paares, etwa von 7, ist^ Sollen nun die Paare 
im Gleichgewichte seyn, und wäre q nach DA oder 
AE gerichtet, wo E einen Punkt in der Verlängerung 
TQn DA über Jf bezeichuet, so würde nach jenem 
drandsatze die durch A gehende Resultante top p und 
y innerhalb des Winkels BAE liegen, könnte also nicht 
dem innerhalb des Winkels BAD fallenden Durch- 
schnitte C von p' und if begegnen, wie doch zum Gleich- 
gemoht erforderlich ist (§. 15.). Diese Begegnung wird 
aber möglicfi^ sobald AD die Richtung Ton $r ist, und 
mithin die Resultante von p und q innerhalb des Win- 
kels BAD fällt. 

Nodi ist zu bemerken, dass zufolge des i. Satzes in 
%. 15«, von welchem der obige nur ein anderer Ausdruck 
ist, die gegebene einzelne Kraft q die Kräfte /v, p' 
des gegebenen Paares jedenfalls schneiden sollte. Statt 
dessen ist hier bloss gesetzt worden, dass q mit p und 
p' in einer Ebene liege, indem der Fall, wenn q xxCxXp und 
p^ parallel ist, durch Verlegung des Paares /», /^ in 
seiner Ebene, so dass es eine gegen q geneigte Lage 
erhält, auf den in §• 15. vorausgesetzten Fall zurück- 
geführt wird. 

Zusatz. Dass mit zwei Kräften py p% welche ein 
Paar ausmachen, eine dritte in der Ebene des Paares 
enthaltene Kraft q nicht im Gleichgewichte sejn und 
folglich auch nicht gleiche Wirkung haben kann, dies 
erhellet schon daraus, dass jede in der Ebene von pj p 
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enthaltene mit der Richtung von q parallele Gerade 
gegen p nnd p' vollkomuien dieselbe Lage, wie q^ hat, 
und dass daher eine der q gleiche, nach irgend einer 
dieser Richtungen wirkende Kraft mit p und p^ eben- 
falls im Gleichgewiiohte sejn müsste, wenn q es wäre« 
Eine solche Kraft müsste daher mit q selbst gleiche 
Wirkung haben, welches nicht möglich ist (§• 14.). 

Auf eben die Weise zeigt sich, dass auch keine 
nicht in der Ebene eines Paares p^ p' wirkende und 
mit dessen Kräften nicht parallele Kraft q mit ihm im 
Gleichgewichte seyn kann. Denn jede mit q parallele 
und in der durch q mit p und p' parallel gelegten Ebene 
enthaltene Richtung hat gegen p und p' vollkommen 
dieselbe Lage, welche q hat. 

Ist endlich q mit p und p' parallel, so kann man 
immer noch eine Richtung angeben, die gegen p^ und 
p ganz dieselbe Lage hat, welche q gegen p und // 
hat; und 6$ ut daher in jedem Falle das Gleichge- 
wicht oder die gleiche IVirkung einer einzigen Kraft 
mit den Kräften eines Paares unmöglich. 

$. 19. 

Aus dem Satze von der Verlegung eines Paares 
(§. 17.) lassen sich mehrere für das Folgende sehr 
wichtige Schlüsse ziehen. 

a. Indem wir Kräfte ihrer Intensität und Richtung 
nach durch gerade Linien darstellen (§. 12.), seyen 
AB, CD und EF, GH (Fig. 5.) zwei Paare in einer 
Ebene, die einerlei Sinn haben, und deren Kräfte 
sämmtlich einander gleich sind. Auf der Seite von 
CD, welche derjenigen, auf welcher AB liegt, entge- 
gengesetzt ist, ziehe man KL gleich und parallel mit 
CD und in demselben Abstände von CD^ wdchen 
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OH von FE hat. Alsdann ist das Paar EP^ OH 
gleichwirkend mit dem Paare DC^ KLy nnd folglich 
die Paare AB^ CD und EF^ OH zusammen gleich- 
wirkendmit AB^ CD^ DC^ KL^ d. i*mit dem Paare 
ABy KL. Statt zweier Paare in einer Ebene, die 
einerlei Sinn und gleiche Kräfte haben , kann man da- 
her ein einziges Paar mit demselben Sinne und densel- 
ben Kräften setzen, dessen Breite der Summe der 
Breiten der erstem Paare gleich ist« 

Es erhellet ohne weitere Erörterung, dass sich auf 
gleiche Weise drei und mehrere in einer Ebene gele- 
gene Paare von einerlei Sinne und von insgesammt 
einander gleichen Kräften zu einem Paare verbinden 
lassen, dessen Kräfte und Sinn dieselben, me bei den 
zu verbindenden Paaren sind, und dessen Breite der 
Summe der Breiten dieser Paare gleich ist. 

Sind von den zu verbindenden Paaren auch die 
Breiten einander gleich, so haben wir folgenden Satz: 

Ein Paar, dessen Kräfte denen eines andern Paarles 
gleich sina, und dessen Breite irgend ein Vielfaches 
der Breite des andern ist, hat gleiche Wirkung mit 
eben so viel in seiner Ebene und mit ihm nach einerlei 
Sinn wirkenden Paaren, deren jedes dem andern gleich ist 

b. Auf ähnliche Art, wie Paare mit gleichen Kräf- 
ten, lassen sich auch Paare, die einander gleiche 
Breiten haben, zusammensetzen« Seyen^Jff, CDvxA 
EFy GH (Fig« 6.) zwei dergleichen, die in einer Ebene 
liegen und einerlei Sinn haben. Man mache in den 
Richtungen von AB und CD resp. BK und DL den 
Kräften des andern Paares EF und OH gleich , so 
sind wegen der noch hinzukommenden gleichen Breiten 
die Paare BKy DL und EFy OH gleichwirkend, also 
die Paare AB^ CD und EF^ 6^ i7 zusammen gleich- 
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wkend mit AB^ BKy CDy DLy d.L mit AKy CL 

(§• 14. d.)y also mit einem Paare, welches denselben Sinn 
und dieselbe Breite, wie die beiden erstem Paare, hat^ 
und dessen Kräfte der Summe der Kräfte der erstem 
Paare gleich sind. 

Eben so sind drei und mehrere Paare, die in einer 
Ebene liegen und einerlei Sinn und gleiche Breiten 
haben, gleichwirkend mit einem einzigen Paare Ton 
demselben Sinne und derselben Breite, dessen Kräfte 
die Summen der Kräfte der erstem Paare sind» 

Wenn daher von zwei Paaren, die gleiche Breiten 
, haben, die Kräfte des einen beliebige Vielfache der 
Kräfte des andern sind, so ist das erstere gleichwir- 
kend mit eben so viel dem andern gleichen Paaren, 
die in der Ebene des erstem liegen und mit ihm einerlei 
Sinn haben. 

$. 20. 

Lehrsatz. Sind A^ By C7, JD (Fig. 7.) die vier 
auf einander folgenden Ecken eines Parallelogramms, 
so haben die durch ABy CD und BCy DA darge- 
stellten Paare gleiche Wirkung« 

Beweis. In dem besondern Falle, wenn das Par- 
allelogramm ein Rhombus ist, folgt der Beweis schon 
ans §. 15. 2. 

Seyen ferner die anliegenden Seiten ABy AD 
überhaupt in einem rationalen Verhältnisse zu einan- 
der , und my n die ganzen Zahlen, durch welche dieses 
Verhältniss ausgedrückt werden kann. Man nehme in 
AB von A nach B zu einen Abschnitt AM=: dem 
mten Theile von ABy und m AD von A nach D zu 
einen Abschnitt AN^ss. dem i»ten Theile von ADy w^ 
kt AM^s=xANy und weym man durch ilT, N Paralle- 




•w 



Ton KriUlepftwoi in eiaer Ebene» 27. 

Im mil jiDy JJSf ütbky welche JOCy BC m JT, L^ 

sioh selbst aber in O schneideB. so ist AMON ein 
Rboinbas. Hiernaoh ist die Breite des Paares AB^ 
CD das iffache der Breite des Paares AB^ LN^ and 
die Kräfte des letztern sind 4te »»faoben von AM^ 
ON. Nach §. 19. a. ist folglich das Paar AB^ CD 
gleichvdrkend mit dem ^facbeii des' Paares AB^ LN^ 
d. i. mit #»' Paaren, deren jedes 4f9l AB^ LN gleich 
ist und mit ihm einerlei Smn hat Das Paar AB^ LN 
aber ist gleichwirkend mit dem »»fachen des Paares 
AMy ON ($. 19. b.h folgfich ABy CD gleichwir- 
kend mit dem /svj9»fachen von AM^ ON. Auf gleiche 
Art zeigt sich durch Yermittelung des Paares MK^ 
DAy dass das Paar BC^ DA mit dem m.nfachen 
des Paares MO^ NA gleiche Wirkung hat. Aa aber 
AMON ein Rhombus ist, so sind die Paare AM^ 
ON und MOy NA selbst Ton gleichei? Wirkung, folg- 
lich auch die m.#>faohen derselben^ d.^ i. die Paare 
ABy CD und BC, DA. 

Ist endlich das Verhältniss AB: AD (Fig. 8.) ir- 
rational, und wäre, nicht AB^ CD gleiobwirkend mit 
BCy DAy so müsste sich AB durch eine andere Kraft 
zu einem Paare ergänzen lassen, das mit BCy DA 
gleiche Wiriiung hätte (§• 18*). Diese andere .Kraft 
würde daher durch eine zwischen den Parallelen BCy 
AD enthaltene und mit CD parallele Linie EF dar- 
gest<Alt werden können, die, weil das Paar ABy EFy 
eben so wie ABy CDy mit BCy DA einerlei Sinn ha* 
ben muss (ebend-), mit CD auf einerlei Seite von AB 
liegen müsste. Sey nun G ein zwischen C und £ 
80 gelegener Punkt, dass BG zu AB in einem ra* 
tionalen Yerbältnisse steht» Man ziehe durch & eine 
Parallele mit CD^ welche AD in ß schneide, so sind 
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naoh dem Vorigen die Paare AB^ OH und BO^ HA 
mit einander gleiohwirkend, oder, was dasselbe ist, die 
Paare AB^ EF und FE^ &^znsammen von gleicher 
Wirkung mH den Paaren BC^ DA und CG^ HD in 
Yereinignng. Nacli der Yoraussetznng aber soll AB^ 
EF mit BCy DA gleichwirkend seyn, mithin müsste 
es auch, FE, GH mit CG^ HD seyn, welches nicht 
möglich ist, da iMztere zwei Paare von entgegenge- 
setztem Sinne sind.* 

$. 21. 

Idehrsatx. Htwei Paare m, einer Ebene ^ die 
einerlei Sinn haben ^ Und deren Kräfte $ich umge- 
kehrt wie ihre Breiten verhalten^ sind von gleicher 
tf^irkung. 

Weil ein Paar in seiner Ebene beliebig verlegt 
werden kann, so lässt sieh immer annehmen, dass die 
Kräfte des einen der beiden Paare die des andern 
schneiden, und dass folglich die Richtungen der vier 
Kräfte ein Parallelogramm ABCD (Fig. 8.) bilden. 
Seyen demnach ^if, CD die Richtungen der Kräfte 
des einen Paares, und, weil beide Paare einerlei Sinn 
haben sollen, BC^ DA die Richtungen der Kräfte des 
andern. Ans der Geometrie ist aber bekannt, dass 
sich zwei an einander sto^sende Seiten AB^ BC eines 
Parallelogramms umgekehrt wie ihre Abstände von den 
gegenüberliegenden Seiten, also umgekehrt wio die 
Breiten der Paare AB^ CD und BC^ DA^ verhalten. 
Da nun in demselben Verhältnisse die Kräfte der bei- 
den Paare stehen sollen, und da wegen der will- 
kührlichen Annahme der Länge, durch welche die 
Krafteinheit ausgedrückt wird, die Linien AB^ CD 
die Kräfte des einen Paares selbst vorstellen können^ 
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80 sind alsdann die Kräfte de» andern duroh BCy DA 
anszudriicken» Dass aber die Kräfte ^iff, CD vdXX den 
Kräften BC^DA gleiche Wirkung haben, ist in §.20. 
dargethan worden. 

Znsatz. Wenn in den sri^ei in einer Ebene lie- 
genden Parallelogranimen JC und Ol (Fig. 9.) eine 
Seite AB des einen nnd eine Seite GH des andern 
sich umgekehrt wie ihre Abstände von den gegenüber- 
liegenden Seiten rerHlten, so sind nach dem jetzt Er- 
wiesenen die Paar' ABy CD und OH^ IK von glei- 
cher Wirkung. Unter der gemachten Voraussetzung 
sind aber di^ Parallelogramme AC und Gl bekannt- 
lich von gteichem Inhalte, und unigekehrt, und wir 
können i^er den Jetzigen Satz sehr einfach auch fol- 
gendei'gBstalt in Worte fassen: 

Sind zwei Paare in einer Ebene von einerlei Sinne, 
und haben -die durcti sie bestimmten Parallelogramme 
gleichen Inhalt, so sind die Paare gleichwirkend. 

$. 22. 

Folgerungen. Sind AB^ CD und EF^ GH 
(Fig. 10.) zwei Paare ih einer Ebene, die einerlei Sinn 
haben, und construirt man in ihrer Ebene ein Paralle- 
logramm IKLM^ dessen Fläche der Summe der Flächen 
der Parallelogramme AC und EG gleich ist, so wird 
das Paar IKyLM^ von dem ich annehme, dass es mit 
erstem Paaren einerlei Sinn hat, mit ihnen auch gleiche 
Wirkung haben. Denn theilt man das Parallelogramm 
IL durch eine mit IK gezogene Parallele ON in zwei 
Parallelogramme IJV. und 0Z/, so dass IN'sszAC und 
folglich OL = EG ist, so sind ($. 21.) die Paare 
ABy CD und EFy GH resp. gleichwirkend mit den 
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Paaren IKy NO und ON^ LM^ ä. i. mit dem Paare 
IK, LM. 

Man sieht nun leicht, dass anf gleiche Weise auch 
drei und mehrere Paare in einer Ebene, die von einer- 
lei Sinne sind, sich zu einem Paare vereinigen lassen» 
Man verzeichne nämlich in ihrer Ebene ein Parallelo- 
gramm, welches der Summe der Parallelogramme, 
die von den zusammenzusetztJiiden Paaren gebildet wer- 
den, gleich ist, und es wird da& durch dieses Parallelo- 
gramm bestimmte Paar, so gen«inmen, dass es mit 
den gegebenen Paaren einerlei Sin^ hat, das resulti- 
rende sejn. 

Sollen zwei Paare IK^ LM: und hA^ DC von 
entgegengesetztem Sinne verbunden werdoE, so con- 
struire man ein Parallelogramm EFGH^ welches dem 
Unterschiede der. Parallelogramme fL und AC cJeich 
ist, und das durch EG so bestimmte Paar EFy GH^ 
dass sein Sinn mit dem Sinne desjenigen /£*, LM 
der zwei gegebenen Paare übereinkommt, dessen Par- 
allelogramm das grössere ist, wird gleiche Wirkung 
mit den zwei gegebenen haben. Denn schneidet man 
von dem grössern Parallelogramme IL durch eine Par- 
allele ON mit IK ein Parallelogramm IN ab, wel- 
ches, dem kleineren AC gleich ist, so ist der Rest 
0L=EO und BA^ DC gleichwirkend mit KI, ON) 
folglich IKy LM und BA, DC zusammen gleichwir- 
kend mit ONy LM, A. \. mit EFy OH. 

Haben zwei Paare, die von entgegengesetztem 
Sinne sind, einander gleiche Parallelogramme', ist also 
der Unterschied der letztern null, so sind die Paare 
im Gleichgewichte, wie sogleich aus §• 21. in Verbin- 
dung mit §• 6. folgt. Aber auch umgekehrt können wir 
behaupten: Halten sich zwei Paare in einer Ebene 
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das Gleichgewioht^ so sind sie von entgegengesetztem 
Sinne (§• 18.) nnd haben eiqander gleiche Parallelo- 
gramme« Denn ftlnde zwischen letztern ein Unter- 

• 

schied statt, so wären die Paare gleichwirkend mit 
einem einzigen Paare > dessen Parallelogramm diesem 
Unterschiede gleich wäre, und würden mithin nicht im 
Gleichgewichte seyn. Sind folglich, — so können wir 
nach §. 6. noch schliessen, — zwei Paare in einer 
Ebene gleichwirkend mit einander, so sind sie von einer- 
lei Sinne und haben einander gleiche Parallelogramme. 

Wenn endlich, um noch den allgemeinsten Fall zu 
berücksichtigen, drei oder mehrere Paare in einer Ebene, 
die nicht Ton einerlei Sinne sind*, zusammengesetzt 
werden soUen, so sondere man sie in zwei Gruppen, 
deren jede aus Paaren von einerlei Sinne besteht, und 
bestimme von jeder dieser Gruppen das resultirende 
Paar« Die Zusammensetzung dieser zwei Paare, welche 
Ton entgegengesetztem Sinne sind, giebt alsdann das 
resnltirende Paar des ganzen Systems« Falls aber die 
zwei Paare sich das Gleichgewicht halten ^ so ist auch 
das ganze System im Gleichgewichte* 

Eben so wenig, als ein einziges Paar, kann daher 
auch kein System von Paaren in einer Ebene mit einer 
einzigen Kraft gleiche Wirkung haben« 

§. 23. 

Das Produot aus der einen der beiden KrHfte 
eines Paares in die Breite desselben, — dieses Pro- 
duct positiv oder negativ genommen, nachdem das Paar 
einen positiven oder negativen iSinn hat (§« 16«), — 
wird das Moment des Paares genannt« Das Moment 
ist daher nichts anderes, als der arithmetisch ausge- 
drückte Flächeninhalt des Parallelogramms, welches 
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Ton den geometrisoh dargestellten Gräften des Paares 
gebildet wird 9 und wir können nach dem, was in den 
zwei Torigen §§• Ton diesen Parallelogrammen erwiesen 
worden, sogleich folgende Sätze aufstellen: 

Zwei Paare in einer Ebene ^ .welche einander 
\aueh hinsichtlich der Zeichen) gleiche Momente ha- 
ben^ sind gleichwirkend i und umgekehrt: Sind xwei 
Paare in einer Ebene von gleiclter IVirkung^ so ha- 
ben sie gleiche Momente. 

Zwei oder mehrere Paare in einer Ebene haben 
gleiche Wirkung mit einem einzigen Paare in der- 
selben Ebene ^ dessen Moment der {algebraisc/isn) 
Summe der Momente ersterer Paare gleich ist. Ist 
aber diese Summe nully so halten sich die Paare 
das Gleichgewichts woraus wir noch, in Verbindung 
mit dem yorigen Satze, umgekehrt schliessen: 

Sind zwei oder mehrere Paare in einer E^ene 
gleichwirkend nut einem Paare in derselben Ebene^ 
so ist die Summe der Momente der erstem gleich 
dem Momente des letztem. Sind aber die Paare isn 
Gleichgewichte^ so ist die Summe ihrer Momente null. 

Die Resultate, zu denen die Theorie in einer Ebene 
wirkender Kräftepaare fuhrt, sind hiernach ganz denen 
analog, welche hinsicLtlich einfacher in einer Geraden 
wirkender Kräfte gelten« Eben so, wie eine, einfache 
Kraft in der Geraden, worin sie wirkt, nach Belieben 
verlegt werden kann , so bleibt auch die Wirkung eines 
Paares unverändert, wenn nur seine Ebene und sein 
Moment sich nicht ändern; und ebenso, wie die Summe 
der Intensitäten von Kräften, die in einer Geraden 
wirken, der Intensität der Resultante gleich ist, und 
letztere in derselben Geraden/ wirkt, so ist auch die 
Summe der Momente von Paaren in einer Ebene dem 
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Momente des resultirenden Paares gleich, and die Ebene 
desselben einerlei mit der Ebene der erstem. Der Ge^ 
raden, in welcher eine einfaehe Kraft wirkt, ihrer Rieh« 
tnng in dieser Geraden und ihrer Intensität entspricht 
demnach bei einem Paare ^ die Ebene, worin es enthal- 
ten ist, sein Sinn in dieser Ebene nnd sein Moment. 
Das Paar ist folglich ganz dasselbe für die Ebene, was 
die einfache Kraft für die gerade Linie ist. — Etwas 
Analoges für den Raum von drei Dimensionen exi- 
stirt nicht. 

Gleichgewicht zwischen drei Kräften 

in §iner Ebene. 

*• 24. 

So speciell auch der Gegenstand scheint, dessen 
Theorie wir so eben entwickelt haben, indem nur solche 
Systeme von Kräften betrachtet wurden, bei denen 
zu jeder Kraft eine zweite ihr gleiche, parallele und 
entgegengesetzte gehörte, so ist doch die Theorie die- 
ser Kräftepaare der Schlüssel zu allen fernem Unter- 
suchungen über das Gleichgewicht. 

Alle statischen Untersuchungen können in ihren 
Elementen auf Zusammensetzung von Kräften, die sich . 
entweder, parallel sind, oder sich in einem Punkte be-* 
gegnen, und auf die umgekehrte Operation der Zerle-. 
gnng der Kräfte zurückgebracht werden. Es wird da- 
her schon im Voraus der Nutzen der Theorie der Paare 
erhellen, wenn wir zeigen, wie mit Hülfe derselben sich 
ganz einfach die Regeln ergeben , nach denen von zwei 
Kräften, die entweder mit einander parallel sind,' oder 
sich schneiden, die Resultante gefunden werden kann. 

Seyen AB^ CD und KL ^ MJV zwei Paare in 
einer Ebene, die einander das Gleichgewicht halten 
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und daber von entgegengesetztem Sinne sind. Man 
verlege sie^ was unbeschadet des GleichgeiiiGhts immer 
geschehen kann (§• 17.) , in der Ebene so^ dass die 
Richtung einer Kraft CD des einen Paares mit der 
Hichtung einer Kraft KL des andern Paares in eine 
und dieselbe Linie fallt, und dass diese zwei Rich- 
tungen einerlei, nicht einander entgegengesetzt, sind 
(Fig. 11.), — obwohl* auch die letztere Annahme zn 
demselben Resultate, wie die erstere, fuhren wurde.' — 
Somit sind die anfänglichen Tier Kräfte auf drei rede- 
cirt: AB^ MN und KL -|- CD^ von welchen die dritte 
der Summe der zwei ersten gleich ist^ die zwei ersten 
aber, wie man leicht sieht, auf verschiedenen Seiten 
der dritten liegen und eine der dritten entgegengesetzte 
Richtung haben. Nächstdem aber verhalten sich AB 
und'iVxV umgekehrt wie die Breiten der beiden Paare 
(§. 21.}, d. u die beiden ersten Kräfte umgekehrt ¥rie 
ihre Abstände von der dritten. 

Wenn daher von drei parallelen Kräften in einer 
Ebene 1) die mittlere eine den beiden aussen entgegen- 
gesetzte Richtung hat und 2) der Somme der äussern 
gleich ist, und wenn sich 3) die äussern umgekehrt wie 
ihre Abstände von der mittlem verhalten, so herrscht 
Gleichgewicht. Denn man wird immer nach Anleitung 
des Vorigen ein solches System in zwei einander das 
Gleichgewicht haltende Paare zerlegen können. 

i. 25. 

Die eben gefundenen drei Bedingungen fär das 
Gleichgewicht dreier paralleler Kräfte in einer Ebene 
lassen sich noch etwas kurzer und damit für die An- 
wendung brauchbarer darstellen. 

Zu dem Ende werde hier, so wie auch immer in 

ruf IM . 
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dem Folgenden! bei Bezeichnung eine» Absohnitts einer 
Geraden dnroh Nebeneinanderstellung der zwei an die 
Enden des Abschnitts gesetzten Buchstaben die durch 
diese Stellung zugleich angedeutete Richtung beräck- 
siebtigt, so dass je zwei Abschnitte einer und derselben 
Geraden mit einerlei oder entgegengesetzten Zeichen 
genonunen werden ^ nachdem die durch die Bezeichnui^- 
gen der Abschnitte ausgedrückten Richtungen einerlei 
oder einander entgegengesetzt sind; dass daher immer 
AB'\' BA=^^^ und dass, wenn^, B^ C drei in einer 
Geraden befipilliche Punkte sind, mag C zwischen A 
und B^ oder ausserhalb auf der Seite von A^ oder der 
Seite von B liegen, man immer AB+ BC+ CA == 0, 
AB+BC=AB—CB=BC'^BA=ACy u. s. w. hat 

Dieses voraus bemerkt, nenne man die beiden äussern 
Ejräfte P und Q^ die mittlere A, welche man, weil sie 
nach der ersten Bedingung die entgegengesetzte Rich- 
tung von P und Q hat, als negativ betrachte, wenn 
man Py Q positiv liimmt* Alsdann ist zufolge der 
zweiten Bedingung: /*+ Ig == — Ä, oder /*+ Ig + Ä 
==0« Man ziehe femer in der Ebene der Kräfte eine 
ihnen nicht parallele Gerade, welche von den Rich- 
tungen von Py Qy B resp. in Fy Gy H geschnitten 
werde, so haben die Abschnitte /iT/^ und 6^^ einerlei 
Zeichen und sind den Abständen der P und Q von B 
proportional. Ea verbält sich daher sufolge der dritten 
Bedingung ; ' 

P'.Qz= GH: HFy also auch 
/»: (/»+ ^=-/t) = GBx iGff+ UF= GF)y also 

P'.R^GH.FGy 



und in Yerbiadung mit der ersten Proportion: 
, PiQtBr^GBiHFiPGy 
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80 dass jede der drei Kräfte dem gegonseitigeii Ab-« 
Stande der .beiden andern proportional ist 

Da hierin jede Kraft und ihr Durchschnitt mit der 
geraden Linie auf gleiche Art vorkommen, nämlich 
P und F eben so wie Q und O^ eben so wie H und 
H^ so ist es gleichviel, welche der drei Kräfte wir als 
die mittlere ansehen, und wir können unsern Satz ganz 
einfach so ausdrücken: 

Zwiichfn drei parallelen Kräften P^ Qy M in 
einer Ebene herrneht Gleichgewicht^ wenn sie eine 
gerade Linie in Fy Gy ff so schneiden^ dass PiQiR 
= GH i HF. FG. 

In der That folgt daraus iP+lg + /l = 0, weil 
immer GH + HF+FG=iOy in welcher Ordnung 
auch Fy Gy H in der Geraden auf einander fol- 
gen mögen. Es muss daher eine der drei Kräfte 
nach der entgegengesetzten Richtung der beiden an«, 
dorn wirken, und, absolut genommen, der Summe 
der andern gleich seyn. Sey, wie vorhin, It diese eine 
Baraft, so haben, vermöge der Proportion, GH und 
HF einerlei Richtung, FG die entgegengesetzte. Es 
muss folglich H zwischen F und Gy also A zwischen 
P und Q liegen. -— Eben so würde man P zwischen 
Q und H liegend und der Summe von Q und Hy ab- 
solut genommen, gleich gefunden haben, wenn man^P 
nach der entgegengesetzten Richtung von Q und B hätte 
wirken lassen. 

§. 26. 

Zusätze, a. Eine der Kraft \ß gleiche und ge- 
rade entgegengesetzte Kraft il'= — Ä = P-1-Ö ist 
die Resultante von P und 0. Sollen daher zwei gege- 
bene parallele Kräfte P und Q in eine zusammenge- 
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setzt werden 3 so ziehe man in ihrer Ebene eine gegen 
ihre Richtungen beliebig geneigte Gerade und nenne 
Fj 6 die Durohsohnitte derselben mit jP, Q. Mantheilo 
nun die Gerade FG in i7 so, dass GHiHF=PiQ. 
Nach der Regel der Zeichen fällt dieser Punkt H ent- 
weder zwischen F und G^ oder ausserhalb und zwar 
auf die Seite von Fj (wo absolut GH^ BF^ oder auf 
die Seite von G^ (wo absolut GH<^ BF^) je nachdem 
P und Q einerlei Zeichen, d* i. einerlei Richtungen, 
oder entgegengesetzte haben und nachdem alsdann P 
absolut grösser oder kleiner als Q ist. Eine durch H 
mit P und Q parallel gelegte Kraft /r=/'+0> die 
daher im ersten jener drei Fälle die gemeinschaftliche 
Richtung von P und Q hat und. der Summe Ton P 
und Q gleich ist, in den beiden andern nach der Rieh- \ 
tung der jedesmal grössern, P oder Qy wirkt und der 
Differenz von P und Q gleich ist, wird die verlangte 
Resultante seyn. 

6. Nur in dem Falle kann der Punkt H nicht an- 
gegeben, also auch die Resultante von P und Q nicht 
oonstruirt werden, wenn JP= — ^ ist, d. i* wenn die 
zwei zusammenzusetzenden feräfte ein Paar ausmachen 
(vergL $.18. Zus.). Denn alsdann wird ^ = 0, und 
GH i HF^ 1 : — 1, also GHi FB=i : 1, welcher 
Proportion, da F und G nicht zusammenfallen sollen, 
streng genommen, nicht Genüge geschehen kann, der 
man aber um so näher kommt, je Weiter man 2f in der 
Linie FG nach der einen oder andern Seite hinaus- 
riickt» Denn hierdurch nähern sich die Yerhältuisse 
GBl FH=Px — Q immer mehr der Einheit, und IV 
wird gegen P und Q immer kleiner. In der Sprache 
der Analysis ist daher die Resultante eines Paares eine 
Kraft =0 in unendlicher Entfernung. 
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c. Soll amgekehrt eine gegebene Kraft It=^*R 
in zwei andere mit ihr parallele nnd in derselben Ebene 
enthaltene Kräfte P nnd Q zerlegt werden, so sehnei^p 
^e gerade Linie die Riditung von It und die eben- 
falls als gegeben vorauszusetzenden RiohtnngsKnien Ton 
P nnd Q in den Punkten Hy Fy Gj und man hat naeb 
dem Vorigen die Gleichungen: 

» €rff n BO J5P g^ HF « FB gy 

wodurch mit gehöriger Rücksicht auf die Vorzeichen 
der Abschnitte FG n. s. w. die Intensitäten von Pund 
Q nnd ihre Richtungen in Bezug auf K vollkommen 
bestimmt werden. 

§. 27. 

Bettelst der Theorie der Kräftepaare wollen idr 
fetzt noch die Resultante zweier sich schneidenden Eiräfte 
zu bestimmen suchen. Seyen diese Kräfte durch FA^ 
FB (Fig. 12.) dargestellt Die ihnen das Gleichgewicht 
haltende Kraft, deren Richtung ebenfalls durch F geht 
nnd in den Scheitelwinkel von AFB fällt (Grunds. V. 
n. VH.), sey FC. 

Man ergänze den Winkel AFB zu einem Paral- 
lelogramm AVBDy so ist das Paar i^^, DB gleich- 
wirkend mit dem Paare AD^ BF. ($. 20.). Folglich 
sind auch die Kräfte FA^ FB gleichwirkend mit den 
Kräften AD^ BD^ folgliclL die durch F gehende Re- 
sultante der beiden erstem Kräfte gleichwirkend mit 
der durch D gehenden Resultante der beiden letztem; 
mithin ist FD die gemeinschaftliche Richtung der beiden 
Resultanten. Da nun wegen des Gleichgewichts zwi- 
schen FAy FBy FCy durch CF die Resultante von 
FAj FB dargestellt wird, so mfissen FD nnd FC 
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in dieselbe Gerade fSallen. Eben so wird bewiesen^ das«, 
wenn man den Winkel AFC tu einem Parallelogramm 
AFCE vollendet, die FB in die Verlängerung tou 
EF fallen muss. 

Hiernach ist AD mit FB sowohl, als auch mit 
EFy und AE mit FC sowohl, als mit DF, parallel. 
FolgUch ist auch AD FE ein Parallelogramm, mithin 
FD == EA = CF= der Resultante von FA und FBy 
und es wird daher diese Resultante durch FD nicht 
allein der Richtung, sondern auch der Grösse nach 
ausgedrückt. — Dies giebt den berühmten Satz vom 
Parallelogramme der Kräfte: 

Schneiden sich die Richtungen xweier Ktäfte^ so 
ist) wenn man vom Schneideptmkte aus atrf die Rieh* 
tungen den Kräften proportionale Linien trägt und 
diese xiwei Linien zu einem Parallelogramm ergänzt^ 
die durch den Schneidepunkt der Kräfte gehende 
Diagonale dds Faredlelogramms ihrer Richtung und 
Cfrösse nach die Resultante der beiden Kräfte. 

§. 28. 

Zusätze, a. Soll eine gegebene Kraft FD in 
z#ei andere durch F gehende und nach gegebenen 
Richtungen FO\ FH wirkende Kräfte zerlegt werden, 
so ziehe man durch D mit FH^ FG, Parallelen, welche 
FO) FH resp. in A^ B schneiden, und FA^ FB 
werden die gesuchten Kräfte seyn. 

b. Die Kräfte FA^ FB^ FC sind resp. den Sei- 
ten FAy ADj DF des Dreiecks BFA gleich^ und 
kommen auch ihren Richtungen nach i^it denselben über- 
ein. Sind daher drei Kräfte bloss ihrer Intensität nach 
gegeben, und will man sie dergestalt auf einen Punkt 
F^ wirken lassen, dass sie einander das Gleichgewicht 
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halten^ so constraire man aas ihnen ein Dreieck DFA^ 
und es nverden die durch F' mit den Seiten des Drei- 
ecks gleich und parallel gelegten Kräfte F'A^^ F^Bf^ 
FC mit einander im Gleichgewichte seyn. — Kann 
aus den drei ELräften kein Dreieck constrnirt werden, 
ist also eine Kraft grosser, als die Summe der beiden 
andern, so ist auch zwischen ihnen, wenn sie auf einen 
Punkt wirken, auf keine Weise Gleichgewicht möglich. 
c. In dem aus den drei Kräften gebildeten Dreiecke 
BFA sind die Winkel ABF^ DFA^ FAD resp. 
den Nebenwinkeln gleich von denen, welche die auf F 
oder F wirkenden Kräfte mit einander machen, d. L 
den Nebenwinkehi von BFC^ CFA^ AFB. Alle 
zwischen den Seiten und Winkeln eines Dreiecks ans 
der Trigonometrie bekannten Relationen finden daher 
auch beim Gleichgewichte dreier auf einen Punkt wir- 
kender Kräfte zwischen ihnen selbst und den Supple- 
menten der von ihnen mit einander gebildeten Winkel 
statt. Es verhält sich daher beim Gleichgewichte: 

FAiFBi'FCz=:tinBFC.MinCFAismAFB^ 
d. h. jede Kraft ist dem Sinus des von den zwei andern 
Kräften gebildeten Winkels proportional^ — auf ana- 
loge Art, wie bei drei parallelen Kräften im Gleich- 
gewichte jede Kraft mit der gegenseitigen Entfernung 
der beiden andern im Verhältnisse war. Diese Aehn- 
lichkeit der Gesetze fiir beiderlei Arten von Gleichge- 
^wicht rührt, wie man leicht wahrnimmt, daher, dass 
parallele Kräfte auch als solche angesehen werden 
können, die sich in unendlicher Entfernung unter un- 
endlich kleinen Winkeln schneiden, und dass die Sinus 
dieser Winkel den gegenseitigen Abständen der Paral- 
lelen proportional zu achten sind. Man hätte daher das 
Gleichgewicht zwischen parallelen Kräften audi unmit^ 



Von Kraflte|Nuiren in einer Ebene. 4f 

telbar aus dem Gleichgewichte zwischen Kräften, die 
sich in einem Punkte treffen^ als den Grenzfall dieses 
letztem^ ableiten können. 

Gleichgewicht zwischen vier Kräften 

in einer Ebene. 

§. 29. 

Die eben erhaltenen Sätze vom Gleichgewichte zwi- 
schen drei Earäften in einer Ebene, sind, wie sich zeigen 
lässt, hinreichend, nm die Bedingungen des Gleichge- 
wichts für irgend ein System auf einen freien Körper 
^kender Kräfte zu entwickeln. Indessen werde ich, 
nm zu diesen allgemeinen Bedingungen zu gelangen, 
von jenen Sätzen keinen unmittelbaren Gebrauch machen, 
sondern, von der Theorie der Paare ausgehend, einen 
mehr analytischen V/eg einscUfagen, auf dem sich zu- 
letzt jene Sätze, als die speciellsten Fälle der allge- 
meinen Resultate, wieder finden werden. — Mag hier 
nur noch eine einfache Anwendung des Parallelogramms 
der Kräfte auf ein System von vier Kräften in einer 
Ebene eine Stelle finden. 

Von vier in einer Ebene wirkenden Kräften sind 
die Richtungen gegeben; man soll hieraus unter der 
Voraussetzung, dass sich die Kräfte das Gleichgewicht 
halten, die Yerhältnisäe ihrer Intensitäten finden. 

Vier in einer Ebene enthaltene Gerade bestimmen 
im Allgemeinen drei Vierecke, bei deren einem von 
keiner Seite oder der Verlängerung derselben die ge- 
genüberliegende Seite innerhalb ihrer Endpunkte ge- 
schnitten wird. Sey ABCD (Fig. 13.) dieses eine 
der drei Vierecke, welche von den Richtungen der vier 
Kräfte gebildet werden. 




44 



Enter TbeiL Drittes KapiteL 



entgegeogesetzteii durch den Punkt gelegten Kraft ge- 
bildet wird« Der geometrisohe Ausdruck des Momentes 
der Kraft ^^in Bezug^ auf den JPnnkt M ist daher 
das ParaUelogramm, zu welchem sich das Dreieck 
MAB ergänzen lässt, oder das Doppelte dieses Drei* 
ecks. Der numerische Werth des Moment» aber ist 
das Product ans der Kraft in ihren Abstand von dem 
Punkte, und dieses Product ist nach §• 23. und §• 16. 
positiv oder negativ zu nehmen, je nachdem die Rich- 
tung der Kraft, von dem Punkte aus beobachtet, von 
der Rechten nach der Linken z. B. oder von der Lin- 
ken nach der Rechten geht, oder, was dasselbe ist: 
je nachdem, wenn der Punkt unbeweglich wäre, die 
Ebene um ihn nach der einen oder andern Seite zu von 
der Kraft gedreht werden würde. 

Das Moment einer und derselben Kraft ist demnach^ 
ihrem Abstände von dem Punkte, worauf si^ bezogen 
wird, proportional, und kann nur für solche Punkte von 
gleicher Grosse seyn, die in einer mit der Kraft gezo- 
genen Parallele liegen« Für zwei Punkte, die auf ent- 
gegengesetzten Seiten der Kraft sich befinden, haben 
die Momente entgegengesetzte Zeichen, und. für einen 
in der Richtung der Kraft selbst gelegenen Punkt ist 
das Moment =0. Für drei Punkte endlich, die nicht 
in ein^r.i. Geraden liegen, kann es keine Kraft geben, 
die in Bezug auf dieselben der Grösse und dem Zeichen 
nach gleiche Momente hätte. 

f 31. 

Was wir in dem vorigen Kapitel das Moment eines 
Paares genannt haben, ist nichts anderes, als die 
Summe der Momente der zwei das Paar bildenden 
Kräfte in Bezug auf einen beliebigen Punkt der Ebene 
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des Paares. Denn sind AB, CD (Flg. 14.) die zwei 
fi[räfte eines Paares, und M der Punkt ihrer. Ebene, 
auf welchen sie bezogen werden sollen, so ist, wenn 
man durch JU eine der Kraft jiB gleiche, parallele 
und entgegengesetzte Kraft FO legt, das Moment von 
AB in Bezug auf ilf, gleich dem Momente des Paares 
jiBy FGj und das Moment von CD in Bezug auf it/, 
gleich dem Momente des Paares CD^ GF\ folglich 
die Summe der Momente von AB und CD in Bezug 
auf ilf, gleich der Summe der Momente der Paare 
ABy FG und CD^ GF^ gleich dem Momente des 
Paares AB^ CD^ da die Paare AB^ FG und C D^ 
GF zusammen, gleich wirkend mit dem Paare AB^ 
CD sind. 

Ein Kräftepaar besitzt demnach die merkwürdige 
Eigenschaft, dass die Summe der Momente seiner Kräfte 
ganz unabhängig von dem Punkte ist, worauf die Mo- 
mente bezogen werden. Es ist diese Summe dem Mo- 
mente der einen Kraft selbst gleich, wenn man das- 
selbe auf einen in der Richtung der andern .Kraft lie- 
genden Punkt bezieht. 

So wie übrigens diese constante Summe der Mo- 
mente von den Kräften eines Paares in dem- Vorigen 
das Moment des Paares selbst genannt wurde, so soll 
auch in der Folge die Summe der Momente von den 
Kräften eines ' beliebigen Systems in Bezug auf einen 
gewissen Punkt der Ebene, worin das System enthalten 
ist, das Moment des Systems in Beziehung auf 
diesen Punkt heissen. 

#. 32. . 

Dieses Torausgeschickt, seien AB^ CDyEP^..^, 
(Flg. 15.). mehrere in einer Ebene nach beliebigen Rieh-: 




yi^^i^' 




48 , Enter Tbeil. Drittes Kapitel., 

6sUebigen> Punkt der Ebene gleiche Momente* — 
Das MoDient eines Systems^ welches ein Kräftepaar, 
oder eine einfache Kraft zur Resultante hat^ ist daher 
dem Momente des Paares, oder der einfachen Kraft 
gleich; also mit Berücksichtigung der Eigenschaften 
dieser letztem Momente (§§. 30. 31.): 

B« Hat ein in einer Ebene enthaltenes System 
ein Kräftepaar xur Bestsltante^ so ist das Moment 
fies Systems för keineth Punkt der Ebene nuUy /ür 
aUe aber von einer und- derselben Cfrösse. 

C Redueirt sieh das System auf eine einxige 
Kraft ^ so sind seine Motnente nur Jisr diejenigen 
Pufikte der Ebene ntsU^ welche in der Resultante 
selbst liegen^ und überhaupt sind die MowMnte^ welche 
das System för irgend drei^ nicht in einer Geraden 
liegende Punkte haty nicht alle drei eimmder gleich. 

Da es ausser diesen drei Fällen A., B. und C. kei- 
nen andern noch ^ebt, so ist es gestattet, auch um- 
gekehrt zu schliessen: 

A*. Hat man ein System von Kräften in einer 
EbenCy und sind för drei Punkte der EbenCy welche 
nicht in einer Geraden liegen^ die Momente des Sy^ 
stemss einzeln nully so ist das System im Gleiehge* 
Wichte y und sein Moment auch för Jeden viertem 
Punkt der Ebene null. 

B ^ Sind för gedachte drei Ihtnkte die Motmente 
nicht nully jedoch von gleicher Grossey so redmcirt 
sich das System auf ein Kräftepaar y und sein Mo- 
ment ist för Jeden vierten Ihrnkt der Ebene von der- 
sMen Crrösse. 

C\ IVird keine dieser beiden Bedingungen er- 
föUty SO hat das System eine einfache Kraft xur 
Itesultante. 
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§.34. 

Um Ton dem Yorigen eine einfache und zugleich 
für das^ Folgende nutzbare Anwendungen machen^ wollen 
wir bei dem Parallelogramm ÖACB (Fig. 16.) das 
Moment der drei durch OA^ OB^ CO dargestellten 
Kräfte in Bezug auf die drei Punctä 0, ^, i? be- 
trachten. 

Weil O ein Punkt in der Richtunjp jeder der drei 
Kräfte ist, so ist in Bezug auf ihn das Moment jeder 
derselbrai =0, also auch die Summe dieser Momente 
oder das Moment der drei Kräfte =0. 

In Bezug auf A sind die Momente von OB und 
CO einander entgegengesetzt und, ihrem absoluten 
Werthe nach, einander gleich, weil es die Dreiecke 
AOB und ACO sind, deren Doppelte diese Momenti 
ausdrucken. Es ist mithin die Summe derselben =0, 
und da in Bezug auf A das Moment von OA^ = ist, 
so ist für A das Moment aller drei Kräfte gleich- 
faUs =0. 

Eben so wird bewiesen, dass auch in Bezug auf 
den Punkt B das Moment dieser Kräfte =0 ist. 

Da also für jeden der drei Punkte <9, A^ B iaa 
Moment der drei Kräfte null ist, und diese Punkte nicht 
in einer Gefaden liegen, so sind die Kräfte im Gleicht 
gewichte, und ihr Moment Auch für jeden vierten Punkt 
ihrer Ebene null, oder, was dassdbe ausdrückt: OC ist 
die Resultante voü OA und OB ($.27.) und für jeden 
Punkt Ja in der Ebene dieser Kräfte ist die Summe 
der Dreiecke BOA und ff OB dem Dreiecke ffOC 
gleich; d. h. 

Ton drei Dreiecken in einer Ebene, welche eioe 
gemeinschaftliche fieke ff und zu gegenüberstehen- 



so Bnter TbelU Drittes KapHd. 

den Seiten zwei «nstosseode Seiten OA uaA,4)jBy 
und die durch derselben gemeinschaftliche Qcke 
gehende Diagonale OC eines Parallelogramms ha« 
ben, ist die Summe der beiden ersten Dreiecke HOA 
und HOB dem dritten HOC gleich« 

Nur hat man in dieser Formel, ^enn sie allgemeiDe , 

- Gültigkeit haben soll, stets die Vorzeichen der Dreiecke 

gehörig mit zu berücksichtigen, und, nach der in §. 30« 

für die Momente gegebenen Regel, jedes Dreieck positiv 

oder negativ zu nehmen, nachdem, von der in seinem 

Ausdrucke zuerst gesetzten Ecke H aus, die Richtung 

Ton der zweiten nach der, dritten nach rechts z. B. oder 

nach links gehend erscheint« So haben in Fig. 16. 

die drei Dreiecke HOA^ HOBy HOC einerlei Zei- 

-eben; dagegen liegt in Fig 16* der Punkt jST so, dass 

dem Dreiecke HOB das entgegengesetzte Zeichen der 

leiden übrigen zukommt 

Auch in dem Folgenden hat man, wenn Drdlecks-^ 
flächen durch Nebeneinanderstellung der die Ecken 
bezeichnenden Buchstaben ausgedrückt werden^ auf die 
Ordnung der Buchstabon immer mit Rücksicht zu neb<^. 
men und hiemach das Yorzeichen der Fläche zu beur«^ 
^heilen. Man lasse nämlich, was mit der vorigen Be« 
Stimmung auf dasselbe hinauskommt, um den im Aus- 
drucke zuerst gesetzten Punkt eine von ihm ausgehende 
Gerade sich dergestalt drehen, dass ihr Endpunkt von 
dem zweiten nach dem dritten Punkte des Ausdrucks 
fortgeht, sie selbst also die Fläche des Dreieclcs be- 
schreibt; ni|d je nachdem der Sinn dieser Drehung mit 
dem voraus festgesetzten positiven Sinne der Drehung 
in der Ebene übereinstimmt oder nicht, lege maü der 
Fläche einen positiven oder negativen -^ Wer th bei. -^ 

:bL - c 
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Wie mao leicht sieht^ haben hiernach von den sechs 
möglichen Ausdrücken 

ABC^BCA^ CAB, ACB^ BAC, CBA 

für eine Dreieoksfläche, deren Ecken Ay By C sind, 
die drei ersteren einerlei Zeichen, die drei letzteren aber 
das entgegengesetite der ersteren. 

f. 35. 

Zn Sätze, a. Der geometrische Satz ded vorigen 
§. kann noch folgendergestalt ausgedrückt werden: Legt 
man durch eine Ecke O eines Dreiecks O CH in seiner 
Ebene zwei sich unter einem beliebigen l^nkel schnei- 
dende Axen m und n, und projicirt auf sie durch Paral- 
lelen mit ihnen eine der beiden andern Ecken, Cy so 
ist, wenn A und B diese Projectionen von C auf m 
und n sind, das Dreieck 0CJ7 gleich der Summe der 
beiden Dreiecke OAB und OBHy die man erhält, 
wenn man in dem Ausdrucke des erstem für die Ecke 
C snccessive ihre Projectionen setzt. 

b. Auf gleiche Weise hat man, wenn JP und O 
die Projectionen von Ja auf dieselben Axen m und n sind: 

0AH=^0AF+0AO^ 
OBHz=zOBF+OBG. 

Weil aber O, Ay F äowohl, als Oy JK, Oy in 
gerader Linie liegen, so ist jedes der Dreiecke OAF 
und OBO null, und daher 

OAH^OAGy OBÜ^OBFy 
folglich OCB==t OAB+ OBH=z OAG+ OBF 

^OAO^ÖFB. 

e. Worden its, #» zu zwei Coordiniltenlixeli genom- 
men, so sind OAy OB die Ceordinaten von Cy lind 

4* 



S2 Vn<^ TlmL brittes ICapitd. 



OP, OG die Coordihafen ton ^.Mff feist der letzf- 
crhaltenen Formel lässt sich dann l^iolit der Inhalt eines 
Dreiecks OCB^ dessen eine Ecke der Anfangspunkt 
4er Coordinaten ist, durch die Coordinaten der beiden 
anderen Ecken ausdrucken. Bezeichnet nämlich in dem 
Ausdrucke OAG eines Dreiecks der zuerst gesetzte 
Buchstabe O den Anfangspunkt der Coordinaten, der 
zweite A einen Punkt in der Axe m, der dritte Cr einen 
Punkt in der Axe n^ nnd rst a der Winkel, um welchen 
nach dem vorher festgesetzten positiven Sinne der 
Drehung der positive Theil von m gedreht werden muss, 
bia er mit dem positivenTbeile von n zusammenfallt, so ist 
immer nicht allein riieksichtlich des absoluten Werthes, 
sondern auch mit Hinsicht auf das Zeichen, der Inhalt von 

OAG^ kOA .OG. sina. 

Denn liegen A und G von O nach den positiven 
Seiten der Axen m und n zu, und ist a<^180% so sind 
sämmtliche Factoren des den Werth von OAG ans* 
druckenden Products positiv, und man übcrzeagt sich 
durch unmittelbare Anschauung, dass dann nach der 
zu Ende des vorigerf §• gegebeneu Regel auch die 
Dreiecksfläche OA G einen positiven Werth hat. Eben 
80 leicht gewahrt man , dass, wenn entweder A von der 
positiven auf die negative Seite von m rückt und damit 
itA negativ Urird, oder wenn OG negativ' wird, oder 
wenn sina es wird', jedesmal auch, die Fläche OAG 
ihr Zeichen ändert, nnd dass somit letztere Formel 
allgemeine Gültigkeit hat. 

-Setzt man daher die Coordinaten von C^, = a, b 
und die von £f, =y, g^ so ist in jedem Falle 

OAG^a^^ag^moLy eben so OFB = ^/b%\na 
nnd folglich nach der Formel in 6.1 

OCa^k {ag —fb) Ana. 
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Uoi jetzt, den in §;. 33. erhaltenen Resultaten ge» 
uillss, irgend ein verfi^elegtee Sjstera Von Kräften in 
einer Ebene leieht beurtheilen und, falls es eine Re- 
siiltQDte bat, -dfesdbe Berechnen zta' können, trdtlen\Mr 
alle Punkte der *Bbetoe auf zwei Axt^n von Codi*dlfriltett 
jf und y bexiehen. 'Der Winkel der iize der y ihk der 
ie9^^jt «ey ===:it^'-(Ton dessen BeiitiinitHing dassclbi^ ^^Jl^ 
war im vorigenr 4^ Von der Bisstimimimg de» W\NÜ^b 
der Axen mit m gesagt wordenV '* ' :i i;Mii/!JA 

. ^liidein ivis nujüi, viie in deui yojc|iergehen^en^ ^iie 
in der Ebene wirkende Kraft P ihrer Intensität und 
Kchtnii^ AAüJ^'ütleti etuje gettPii Lible yl B* auatti^cken, 
seyen die C^o^Tfinkteii ^es'Pbn&iiftil^ :=;r, yi-^dietfei 
Pdnkftis'fi*» 'M'^ + Xi'y + Y. fllorDkch' sinH it ond 
r f e'Proy^tföii^''ä<lr Lime''i# 'a^f die Ä^ett ^e^ 
k^Vnä d^ ^^ ~ini(("Stöl(en daihit' i%leiob KMftö V6r, 
iii d^Don 8ibb'iii<^1ßVtfTt /* eÜiin'W; iie die Linie' JlB 
ftd ihren 'PrbKiBttSidi^kl >^rfa&It: 

'. ^X>ttreh;:i|>^/|^yi^^'vy ist dah9tdi^/I&c^ftV<)rtliMMPi|fBen 
l»f|«ititfiint< . -diir^^ ^'. jr; .eiq Piyikl i)irfr Rtcbtung^ upd 
dnroh JT, Y ihre Intensität und (die' WinkelJhrer Rieb* 
tung mit den Coordinatenaxen , — die Winkel schon 
dnroh das Yerbältuiss X: Y; Ist nämlich 9 der Win- 
Jfel^ den dib iC^aflP Üi9 s» P-mit^^ Axe der ^r macht, 
4l. h« der 'WHik^ly''!btoi v^lchätf'diMe Axe nach dem 
voffai^r als poi^iiv bestimmten Bin^e* gedreht »werden 
iHus», bis sie ^nilt' P parallel wirdf^ .und ihre poinfive 
•Richtung mit der Richtung yon* P selbst, nicht milder 
entgegengesetzten^ Mbereinkomdit^-- so' folgt aus der 
Betracbtvug 4e& Orßi^Sy Wdios von Alf i^d von 
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den daroh jl und B mit den Axen der a: und y geleg- 
ten Parallelea gebildet irird: 

P * X Y 

Bina 8iii(a — 9J 9in9 

vo^oreh sich X und. F aus P and qtj und uingekehrt 
JP wd 9 aus Jt pnd IT» finden lassen. . r 

In der aiialytisclien Geometrie ist es . gewöhnlipl^ 
diifW Punkt, dessen Cootdinatea.jf undy sind, 40^0^ 
(4^, y).au8zudräoken^ Auch hier Arerde4ch von dieser 
Abkürzung Gebrauoh madien, und a^gleidiii^af aivEdcfg^ 
Weise eine Kraft, deren Projeotionen auf die Axen der 
i" und y resp/J^Tund ]f sbd^ mit {Xy T) bezeichnen. 

Eäne andere Kvßh (^« FO ist hiernach mit (X, T} 
parallel, wenn X^iXz=sT^iY^ und 49 nachdem . der 
Exponeqt dieser Yei^hältnisse positiv oder negativ, ifi^ 
habeQ die beiden Kräfte .einerlei, odeir entgegengesetzte 
BiohtaogeQ, Die Kräfte (X» 1^ Wd (— ^> — Y)m- 
den daher ini Allgemeinen ein P^ar, halten aber ein- 
ander das Gleiohgewioht, wenn die parallelen Riehtfingoil 
beider zusamnienfaUen, (X, 0), ist der Ausdruck einer 
mit der Axe der x pairallel wirkenden Kraft X^ so wie 
(0, Y) die Kraft ^ in einer mit der Adüe- der y paral«- 
)elen I^age vprstelRV ^•^'^• w, 

.inj. 

Bezeichnet Oü den Anfangsponot dfr Goordi9i|H)i% 
80 ist, wie man aw dw analjtisdieQi-jQeonietarie ureiss,^ 
und wie ßxick in. f 1 95« durch stejtisKfhe J^etrachtuiigen 
erwiesen worden, Aer doppelte Inhalt der Dreieoksfläche 
OABf Tpn deren *1icken ui und B die Coordinatw 
respf 4?, y und ^ Hr JT» y -h y «nd, . 

«(^(y+ yj~y(jr+-X:))sinÄ:i*(ary— y^)rfa«. 
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Diea ist also zngleiob das Moment der durch den 
Punkt (;r, y) gehenden Kraft {X^ Y) in Itezug auf 
den Anfangspunkt der Coordinaten. ^ 

Wird das Moment nicht in Bezug auf den An- 
fangspunkt j^ sondern für irgend einen andern Punkt B 
der Ebene )' dessen Coordinalen y, g^sind,^ Terlangt^ so 
kommt, weil für diesen als Anfangspunkt die vorigen 
Coordtoaten ä', y in o? — /*, y — g übergehen.: 

[(^-/)y-(y-«-)Aisiu«. 

Hat maa daher ein System von Kräften (X^ F), 
{X^^ F"), {X^\ Y^^y.^^ in einer Ebene, welclie resp« 
doroh die Punkte (^^y), {a^, yO> i^\ J^Oj-^* gehen, 
so erhält man das Mom.ent des ganzen Systems in Be- 
zug auf den Punkt ff oder {fy g)y vfenn man nach 
letzterer Formel das Moment jeder Kraft einzeln ent- 
wickelt and alle diese Momente in eine Summe bringt. 
Dies giebt, wenn das Moment des Systems in Beziehung 
auf A» zss{H)y und die von den Coordinaten dieses 
Punktes unabhängigen Summen 

JC + JT + -X" + = ^ 

xY^yX+yr—yx'+ ...^JV 

gesetzt werden: 

{ff) = (gA --fB + N) sin a. 

Mit Hülfe dieses Ausdrucks für das Moment eines 
Systems von Kräften in einer Ebene lassen sich nun alle 
hierher gehörigen Aufgaben ohne Schwierigkeit lösen. 

f. 38. 

Soll erstlich das System im Gleichgewichte seyn, 
so muss für jede Lage des Punktes B ia der Ebene, 
also für alle ' Werthe , die / und g annehinen können. 
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das Moment {H) =0 seyn (§. 33. A.)» Dieses ist aber 
uicht anders möglich, als wenn: 

^ = 0, i?==0, iV=05 

uod da umgekehrt, wenn diese Gleichungen erfüllt wer- 
den, fiir jeden Ort von Hj {H) ==0 wird, und somit 
Gleichgewicht statt findet, (§. 3X ^^), so sind diese 
drei Gleichungen die nothwendigen und hinreichenden 
Bedingungen fürs Gleichgewicht* Die zwei ersten drücken 
aus, dass die Summe der Projectionen der Kräfte auf 
die Axe der x^ und die Summe der Projectionen auf 
die Axe der y, jede für sich, =0 ist Die dritte 
Gleichung giebt zu erkennen, das« das Moment des 
Systems in Bezug auf den Anfangspunkt der Coordi- 
naten =0 ist. Denn versetzt man H in den Anfangs- 
punkt, so werden y und ^ = und damit {H) =iVsin a. 
Uebrigens würde man zu diesen drei Bedingungs- 
gleiohungen schon gekommen seyn, wenn man nur für 
drei Paukte (/, g)y {fy g^h (/"> g")» '^«b« »iobt 
die Relation / (g' - ^0 +/* (g"- ff) +/" («--gO = 
obwaltet, das Moment =0 gesetzt hätte;— überein- 
stimmend damit, dass, wenn das Moment für drei Punkte 
der Ebene, die nicht in einer Geraden liegen, =:Oist, 
es damit auch ifür alle übrigen Punkte der Ebene ver- 
schwindet. 

f. 39. 

Soll zweitens das System sich auf e|n Paar re- 
duciren, so muss (JEf) für jede Lage des Punktes B 
von constanter Grösse, also unabhängig von f und g 
seyn (§• 33. B.). Dies führt zu den zwei Gleichungen 
^ = 0, i? = 0, wodurch {H) den constanten Werth 
iVsina erbält,'' welcher nicht null seyn darf« Sind um- 
gekehrt^ und i7 = 0, so ist (H) Bt alleWerthe von 
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y und g von derselben Grösse, und das System, wenn 
CS nicht im Gleichgewichte ist, hat ein Paar zur Resul- 
tante, (§.33. B*)y dessen Moment meinem Sinne und 
seiner Grösse nach durch iVsina gegeben ist. 

Die Bedingungen, dass die Summen der Projeetio- 
nen der Kräfte auf die Axen der x und'y einzeln ssO 
sind, sind demnach hinreichend und nothwendig, nin 
uns zu vergewi3sem, dass das System, wofern es nicht 
im Gleichgewichte ist, sich auf ein Kräftepaair reducirt« 
Man bemerke hierbei noch, dass, wenn die Kräfte durob 
Parallelen mit der Axe der y (der x) auf die Axeder 
X (der y) projicirt. werden, und die Summe der Pro- 
jectionen null ist, sie dieses bleibt » wenn man statt 
der Axe der x (der y) irgend eine andere Gerade der 
Ebene zur Projectionslinie wählt. Da also die Lage 
der Geraden, auf welche projicirt wird, hierbei nicht 
in Rücksicht kommt, so können wir, diese Gerade ganz 
unerwähnt lassend, das eben erhaltene Resultat folgen- 
dergestalt ausdrücken: 

Werden die Kräfte xu zweien Malen^ jeden Mal 
durch Parallelen mit einer andern JtieAtfsng in der 
Eieney projicirty und ist beiäe Male die Summe der 
Projectionen nully so Aalten sich die Kräfte das 
Oleichgewicht y oder sie reduciren sich auf ein Paäry 
und idie Summe der Projectionen ist auch für jede 
dritte Richtung der projicirenden Parallelen^ null. 

Denken wir uns die Projectionen als in der ^xe 
selbst, worauf projicirt wird, wirkende Kräfte, so kön- 
pen wir statt des Ausdrucks: die Summe der Projectio- 
nen sei null, nach f. 14. d* auch sagen : die Projectionen 
der Kräfte seyen im Gleichgewichte mit einander. 
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f . 4W. 
Werden dia Bedingungen^ -4 =i= 0, Ä = nicbt 
örfiillt, so hat das System' eine einfache Resultante. 
Sie scy (X,, FJ, und (.r^, yj ein beliebiger Punkt 
ihrer Richtung» Da die Resultante, in gerade entge- 
gengesetzter Richtung genommen, mit dem Systeme das 
Gleidige wicht hält, so hat man, um sie zu bestimmen, 
nur die Bedingungen für das^ Gleichgewicht zwischen 
den Kräften des Systems und einer durch den Punkt 
(^] i yif gehenden Kraft ( — X^y — yj niederzuschrei- 
ben. Diese Gleichungen sind (§.38.)» 

— x, + ^=0, ~r. + B=o, 

Dieraus folgt: 

X^ = Ay r. = B, x,B-y^J=^JV. 

Nach den zwei ersten dieser drei Gleichungen sind 
die Projeotionen der Resultante auf die Axeu der a; 
und y resp. den Summen der Proiectionen der gegebe- 
nen Kräfte auf dieselben Axen gleich, oder mit andern 
Worten (vergL Tor. ^)i Werden die Kräfte und ihre 
Resultante auf eine und dieselbe Linie der Ebene pro- 
jicirt, so ist die Projection der Resultante die Resul- 
tante der Projectionen der Kräfte. Hiermit ist die 
Resultante ihrer Grösse und den Winkeln nach^ die sie 
mit den Axen bildet, bestimmt. 

Die dritte Gleichung giebt je zwei zusammengehö- 
rige Werthe der Goordinaten eines Punktes in der 
Richtung der Resultante und ist daher* die GleTchnng 
dieser Linie, deren Lage somit vollkommen bestimmt ist. 
Auch erkennt man ans den CoefBcienten Ton ar^ und y^ , 
dass diese Linie> wie gehörig, mitden Axen deriTundy 
^eselben Winkel macht^ welche sieh aus den Werthen 



t 

Von Kraften in einer Ebene überhaupt« S9 

von X^ und F^ für die Richtung der Resultante erge- 
ben. Findet sich iVs 0, so geht die Resultante durch 
den Anfangspunict der Coordinaten« 

Zusatz« Auf eben die Art, wie wir jetzt von 
rinem Systeme, welches eine einfache Resultante hatte,, 
dieselbe fanden^ lasst sich auch der Fall in 4.39«, wo 
jf und i7=rO, behandeln, , indem man durch Hinzu- 
fngung zweier Eräfte das Gleichgewicht herzustellen 
sucht. Denn man sieht sogleich, dass durch, den Zu- 
satz einer einzigen Kraft die Summen der Projectionen 
nicht mehr =0 bleiben können, wie doch zum Gleich« 
gewichte erforderlich ist. Sejen daher ( — X^, — FJ^ 
( — JCj, — y,) die zwei neuen Kräfte und (;ri> yx\ 
(•^19 y,) Punkte ihrer Richtungen, so hat man, wenn 
diese Kräfte mit dem System im Qleiehgewiente seya 
BoUen: 

folglich, weil jf und iff=sO sind: 

d« b« die zwei neuen Kräfte bilden ein Paar (f. 36.). 
Die dritte Gleichung aber drückt bloss ausy dass das 
Moment ^dieises Paares dem Momente, des gegebe- 
nen Systems gleich ist, ohne elwas weitere» über di^ 
Grösse der* Kräfte und ihr«. Richtungen kund zu ge* 
ben,' -^^ übereinstimmend mit dem im vorigen. .<§« er- 
haltenen Resultat und mit der Eigenschafit der Paare, 
dass sie in jhrer Ebene^ wohin man will, verlegt werden 
kennen* * 

f.«. 
Eine 'besondere Betraclitung verdienen noch die zwei 
s^eciellen Fälle, wenn sich alle Elräfte des Systems in 
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einem Piuikf(t setmeideiiy und y^enn sie alle oiit einmider 
parallel siiHl. 

Den erstem Fall -aiilaDgeDdj nehme man der Ein- 
fachheit Villen den.gemeinsohaftliched Sobucidepunkt 
der Riehtungen zum 'Anfangspunkte der CoordinateD« 
Hierdurch uird das Moment einer jeden Kraft in Bezug 
auf den Anfangspunkt, als einen Punkt ihrer ftichtung^ 
=i=0 (§• 30.). Es ist 'daher anobiV). oder die Summe 
aller Momente iu Bezug auf den Anfang8ptt|ikt,=r0, 
mid -tö .bleibea fiir ;diur Gleiohgewiolit eines solcfaett 
Systems Jimr i- . • .v ^f;^^::.: 

' ^ttrrÖ Und Ä=0 

als bedingungsgleichttnjgen tibrig. .Werden sie nicht 
erfüilt, soiiat das%*s(em eine durch den Anfangspunkt 
gehende Rcaaltaote (X,, F,), wo 

X,==Jy Y, = B, 

, •• ■ - "; ' ■ . • ••■.•.- 

d. h. d^Sy/itcm hat ,<pine den gemeiuscliaft liehen Durch- 
schnitt der Kräfte treffende Resultante (Jf, B), 

Zusützo. a. Die zwei Gleichungen ^=0, B=iO 
ergaben sich in §§. 88«Miiiid 39l dI&'4ie>ficdiDgungen^ 
unter denen das. Moment irgend eines .Systems voii 
Kräfteti^ iD einer Ebete fiiii jeden Runkt- der Ebene 
entweder Mill od^r .tiherhanpti constant.war« ^Dem jetotit 
Gefwdenesii' gemäss hönüen viir diene 'Bädingmigeft /üdr 
die UnvetränderlM^keit de% MamenUVwsxiAk so .'anil^ 
drücken: Die Jir€^e\nwUwfi^ -^en» sie parallel mit 
sich fortgeführt werden ,, so dass ihre Richtungen 
sich in einem Punkte scA^iden^ einander das Gleich- 
gewicht halten. Dasselbe' fliesst auch, aus 4* 32«, wo, 
fwenn das Spatem i9 im (Kleiohgewiohte äeyn oder sieb 
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auf ein Paar rednoiren soll, das System Fy d. h. die 
parallel mit: den Kräften des Systems S darch einen 
ond denselben Punkt gelegten Kräfte, im' Gleichge- 
wichte seyn miissen, 

6. Besteht das System nur ans zwei sich sehne!:- 
denden Kräften, so nehme man die Richtang der einen 
Kraft zur Axe der Xy 'die Richtung der andern zur 
Axe der y, und bezeichne daher die Kräfte mit (JT, 0)^ 
(0, F). Hieraus folgt ^ = X, 17= F, und die Re- 
sultante ist (X, Y)» Von zwei.sfch schneidenden Kräf- 
ten wird folglich die Resultante eben so gefondeö, wie 
aus den zwei Projectionen einer Linie sie selbst berge* 
leitet wird, also dadurch, dass man aus den zwei Kräf- 
ten ein Parallelogramm, das Parallelogramm der 
Kräfte (§» 27.), eonstruirt^ von welchem dann die 
durch den Schneidepunkt der Kräfte gehende Diagonale 
die Resultante ihrer Grösse und Richtung nach vorstellt. 

c. Die Projectionen einer Kraft auf die beiden 
Axen sind daher nichts anderes, als die zwei Krüiftej 
welche man erhält, indem man erdtere Kraft in irgend 
einem Punkte ihrer Richtung in zwei andere, parallel 
mit den beiden Axen zerlegt. In tlieser Bedeutung die 
Projectionen genommen, wird umgekehrt die Richtig- 
keit des obigen Verfahrens, um von mehrern auf einen 
Punkt wirkenden Kräften die Resultante zu finden, noch 
einleuchtender. Es sind nämlich X^ = JiT-f- X^ -f- • • 
und Ft= Y+ F'-t-«. die in den Axen der x und y 
wirkenden Resultanten der zwei Systeme, die durch Zer* 
legung jeder Kraft des gegebenen Systems nach diesen 
zwei Axen hervorgehen. Die Resultante von X^ und Y^ , 
oder die Kraft {X^j Y^)y muss folglich die Resultante 
des ganzen Systems seyn. 
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#. 43. 

Der zweite specieUe Fall, dem mr Doch Anfmerk- 
jamkeit widmen wonen^ ist der, wenn alle Kräfte des 
Systems einander parallel sind. Werde dann, um mög- 
lichst einfache Formeln zu erhalten, die Axe der ;r mit 
den Kräften parallel gelegt, so sind, welches auch die 
Richtung der Axe der y sejn mag, F, Y% y,.*=0« 
JT, X\ Xf\ • . . drücken dann die Kräfte des Systems 
selbst aus, und es /werden: 

Ä = 0, iV^=— y-ST— yX^— y^JC'^— ... 

Die drei Bedingungen des Gleichgewichts (f. 38.) 
rednoiren sich hiermit auf die zwei: ' 

^ = 0, iV^=0, 
d. b« die Summe der Kräfte und die Summe ihrer Mo« 
mente in Bezug auf einen beliebigen Punkt der Ebene 
müssen beiderseits =0 seyn. 

Ist bloss ^ssO, so hat das System ein Paar zur 
Resultante, dessen Moment =iV^sina. 

Wenn A nicht =0 ist, so redncirt sich das System 
auf eine einfache KrafL Sey diese, wie in f. 40., 
(JTj, yj, und {x^^ y^) ein Punkt ihrer Richtung, so 
ist nach den dortigen Formeln: 

x,=^, r. = o, -y.^=iv; 

Die Resultante ist demnach (JF, 0), d. h. mit der 
Axe der x parallel, also parallel mit den Kräften des 
Systems, und der Summe derselben gleich. Der Ab- 
stand y^ der Resultante von einem beliebigen Punkte 
der Ebene ergiebt sich aus den Kräften X, X\ . . und 
ihren Abständen y , y', • • • von demselben Punkte mit- 
telst der dritten Gleichung und ist: 

y' — ~A— x+ x'+ x''+..r 
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Wird dieser Piukt ia der Besultante selbst ge- 
DommcD, sind also y, j^^ y^'»*«* ^i® Abstände der 
Kräfte von ihrer Resultante, so ist yt=0 und 

Bei bloss z^ei Kräften bat man yX -f- J^Xf = 0, 
folglich y : y' = JIl' : -^ JT; d. h. die Abstände zweier par- 
allelen Kräfte von ihrer Resultante, die in diesem spc- 
ciellen Falle eben so, wie in dem allgemeinen, mitded 
Kräften parallel geht und ihrer Summe gleich ist, ver- 
halten sich umgekehrt wie die Kräfte, und die Kräfte 
liegen, wenn sie einerlei Richtung haben, auf entge- 
gengesetzten Seiten der Resultante. (Yergl. §.26«) 

/ 

Geometrische Folgerungen« 

♦ **' 

Das Moment eines Systems von Kräften in einer 
Ebene ist entweder für alle Punkte der Ebene von oon- 
stanter Grösse (§• 39.) , — Null mit eingeschlossen, wo 
Gleichgewicht statt findet, — oder es ist von einem 
Punkte zum andern veränderlich, und alsdann lässt sich 
aus den Kräften des Systems eine neue Kraft, die Re- 
sultante, finden von der BeschafTenheit, dass für jeden 
Punkt der Ebene das Moment des Systems dem Mo- 
mente dieser neuen Kraft gleicK ist. 

Da nun das Moment einer Kraft AB in Bezug auf 
den Punkt Jlt dem doppelten Inhalte des Dreieck« 
MAB gleich ist, so lässt sich der voranstehende Satz 
von den Momenten auf folgende Art rein geometrisoli 
darstellen : 

Hat man ein System gerader Linien ^0, CD,..« 
in einer Ebene, so ist die algebraische (§.34.) Summe 
der Dreiecke MAB, JUCDy . . .^ welche diese 
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Linien zu Grnndlinien i^ud einen und denselben Punkt 
M der Ebene zur gemeinschaftliohen Spitze haben, 
entweder für jeden Ort dieses Punktes von einerlei 
Grösse, oder von einem Orte zum andern verän- 
derlich. Im letztern Falle aber lässt sieh in der 
Ebene noch eine Linie von solcher Lage und Grösse 
angeben, dass für jeden Punkt der Ebene jöne Summe 
von Dreiecken dem Dreiecke gleich ist, welches den- 
selben Punkt zur Spitze und diese letztere Linie zur 
Basis bat 

Wir wollen jetzt diesen Satz mit Hülfe der Geome^ 
trie selbst zu beweisen suchen, indem dieses zu meh- 
rerer Yeranschaulichung einiger der vorigen Sätze die- 
nen, und zur Entwickelung einiger neuen das Gleich- 
, gewicht betreffenden Beziehungen Gelegenheit geben 
^^ wird. Um .aber den Beweis in möglichster Allgemein- 
heit führen zu können, ist es nöthig, folgende Sätze 
vorauszuschicken. 

f 46. 

Lehn 8 ätze. 1. Sind^, By C drei in einer Ge- 
raden liegende Punkte^ D ein inerter ausserhalb der 
Geraden, so ist, eben so wie in §.25. jiC=AB'{'BC=± 
AB — CBy u. 8. w* war, auch mit Versetzung vonI>, 
das Dreieck 

DAC=DAB + DBC^DAB—DCB^xus.vf. 

und es verhalten sich: 

ABxBCxCA^DABxBBC.DCA. 

Nur müssen dabei nach der in §. 34. gegebenen Regel 
stets die Torzeichen der Dreiecke gehörig bcrncksich- 
tiget werden. 
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2* Ist M ein beliebiger Punkt in der Ebene des 
Dreiecks ABC^ so ist immer 

MAB+MBC+MCA = ABC. 

Be,weis. Von den drei Geraden, welche JU mit 
den Eoken^^Sik Dreiecks verbinden, wird wenigstens 
eine, es sef ^ JKT^ die der Ecke A gegenüberliegende 
Seite B C schneiden. Geschehe dieses in Z^ so ist nach 1. 

ABC^ABZ + AZCh 
JtrBZ=.MBC + MCZr^'^ *» ^' ^ 

CAZ = CAM+ €MZ\ ^^^ ^» ^' ^ 

in einer Geraden liegen. Addirt man diese Tier Glei- 
chnogen und bemerkt, dassnaoh §• 34. ABZz=z BZA^ 
u. s. w«, so> erhält man die zu beweisende Gleichung, 
die daher richtig ist, magJlf innerhalb oder ausserhalb 
des Dreiecks ^^£7 liegen, wenn nur die VoraSeichen 
der Dreiecke gehörig beachtet werden. 

3r Eben so, ;wie nach dem jetzt Erwiesenen, die 
algebraische • Summe der' drei Dreiecke, welche die 
Seiten einefa Dreiecks zu Grundlinien und einen Punkt 
üf 'in der Ebene des letztem zur gemeinschaftlichen 
Spitze haben, dem- letztern Dreiecke selbst gleich, und 
daher von ider Xiage von M unabhängig ist, so ist auch 
bei Jedem ' ebenen Tielecke von mehrern Seiten die 
algebraische Summe der über den Seiten sich erheben- 
den' und in' einer . gemeinschaftlichen Spitze JEf zusam- 
menstoksenden breiecke für jeden Ort von Sl in der 
Yielecksebene .von gleicher Grösse. 

/o Denn isind A^ B^ C, D die vier auf einander fol- 
genden Ecken eines Vierecks, so ist diese Summe 

MAB+MB€+MCD+MDA 

MAB^MBC+MCA^MAC+MCD+MDAy 
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weil MCA + JUACzssO. Letzterer Ausdruck der 
Summe zieht sich aber nach 2« zusammen in 

ABC+ACD 

und ist daher von M unabhängig. 

Sind femer ^, 17, Cy Bj £ die jfn^fahf einander 
folgenden Ecken eines ebenen Fnnfecfs^/ so ist die 
Summe der fiinf Dreiecke 

MAB^MBC+MCD + MDE+MEA 
^miAB+IUBC+MCD + MDA 

+ MAD^MDrE+MEA 
=:ABC + ACn + ADEy 

also gleichfalls von M unabhängig; und auf dieselbe 
Art läset sich die Unabhängigkeit der Summe JUAB+^.t. 
von il7 g ch bei jedem mehrseitigen Vielecke darthno« 

Ist nun das Yieleck ein gewöbliliches, d« h.' von 
der Beschaffenheit, dass kleine zwei seiner Seiten sitsh 
innerhalb ihrer Gr^nzpunkte. schneidet)^ so erhellet oha^ 
Weiteres, dasd die Summe ABC+fACI} + ... den 
Flächeninbftlt des Vielecks ausdrüokt Der Analogie 
nach wird daher auch in dem Falle, wwvH der Perime» 
ter des Vielecks, bevor er in sidizoröokk ehrt, sieh 
selbst ein oder mehrerei Male schneidet, dieselbe lim 
M unabhängige, von jeder Seite aber auf gleiche Wdse 
abhängige Sumnie MAB + MBC + .m. 4e^ lafialt 
des Vieleck« genannt werden müssen« i 

Liegen z. B. die vier Ecken Ay By*C^ D einet 
Vierecks so, dass von den vier Seiten ^^ilif» BG^ ÜJDti^ 
DA die erste und dritte iBichionerbalb:ihrer.BndpuiilKtif 
in G (Fig. 17.). schneiden, so hübeli ^ie zwei Drdecke 
der Summe ABCr{-ACD entgegengesetzte Zeiehen 
und die Summe ist^ dem Unterschiede der Dreiecke 
GBC'^ OAD glcuofi. Als der. Inhalt ejnes solohen 
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Vierecks i«t daher dieser Untersobied anEnseheti, so dass, 
wenn DB mit AC parallel länft, nod mithin GBC 
and 6 AD einander gleich sind, der Inhalt =0 ist 

Von der Summe der Dreiecke MA B -{- MB C + . . . 
kann man sich eine sehr anschauliche Vorstellung ma- 
dien, wenn man eich, wie in §• 34., jedes dieser Drei- 
ecke durch die Bewegung einer geraden Linie um ilf, 
als um den einen ihrer Endpunkte , entstanden denkt^ 
während der andere Endpunkt die gegenüberstehende 
Seite AB^ oder BC^ ... durchläuft Die Summe aller 
Dreiecke, oder die Fläche des Vielecks, lässt si<^ 
daher als die Fläche betrachten, welche erzeugt wird, 
indem eine Gerade, welche von einem willkührlich in 
der Vielecksebene zu bestimmenden Punkte M ausgeht^ 
mit ihrem andern Endpunkte den Perimeter des Viel- 
ecks beschreibt; nur dass dabei Theile der Fläche, bei 
welchen die Bewegung um 31 nach entgegengesetztem 
Sinne geht, als sich gegenseitig aufhebend genommen 
werden müssen. 

Uebrigens werden wir, wie gewSholicfa, die Fläche 
eines Vielecks durch Nebeneinanderstellung der Ecken 
in der Ordnung, nach welcher sie im Perimeter auf 
einander folgen, ausdrücken, so dass hiernach von dem 
Vierecke AB CD z. B. das Tiere^BCDA weder 
der Grösse noeh dem Zeichen nach verschieden ist^ 
dagegen ADCB ein Viereck ausdrückt, das mit deni 
errtem zwar «inerlei absolute Grösse, aber das entge- 
gengesetzte Zeichen hat, ACBD aber ein Ton ABCD 
ganz verschiedenes Viereck darstellt 

4bi Wird in dem Ausdrucke ABC eines Dreiecks ^ 
statt eines der dreiPuiikte, z. B. statt jB^ ein anderer 
E gesetzt, der mit d«m erstem in einer der gegen- 
überstehenden S^te CA pardlelen Geraden liegt, so 

5* 
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ist das neue Dreieck AEC dem erstem ABC sowohl 
der absoluten Grösse, als auob dem Zeichen nach, gleich« 
5. Ist ABCD (Fig. 18.) ein Parallelogramm, ond 
M ein beliebiger Punkt in dessen €ibene, so ist 

mab+mcd^m'bc+mdAz^^^abcd. 

Beweis. Man «ehe durch M mit AB eine Par- 
aUele, welche DA in L treffe, so ist, nach 4., 
MAB = LAB ^ und MCB = LCB = LBD^ folglich: 
MAB + MCD:=:iLAB + LBD:=:pBDL^BLA 
= BDA (nr. 1.) ^\ABCB^ 

nnd eben so wird gezeigt, dass auch 

MBC+MDA^\ABCD. 
Dieser Satz ist, statisch betrachtet, offenbar kein 
anderer, als der schon in §• 31. bewiesene, dass die 
Summe der Momente der zwei Kräfte eines Paares fiir 
jeden Punkt in der Etjcne des Paares von gleicher 
Grosse ist. 

m 

*. 46. 
Wir lassen jetzt den Beweis des Satzes in §. 44. 
folgen. — Sey ^,B,, B,C^^ C^D^ (Fig. 19.) ein 
System gerader Linien in einer Ebene, und die Summe 
der Dreiecke zu untersuchen, weldie diese Linien zu 
Grundlinien und irgend einen Punkt M der Ebene zur 
jgemeinschaftlichen Spitze haben. — Durch einen be- 
liebigen Punkt A der Ebene ziehe man die ^0 gleich 
nnd parallel mit JF^B,; durch B ^e BC gleich und 
parallel mit B^ C^ ; durch C die CD gleich und parallel 
mit C^ ZI, • Alsdann ist (§• 45. b.) , wo auch der Punkt 
M genommen wird: MA^B^ + MBA =s AA^ B^ , oder 
MA^B^ = MAB + AA,B^j und eben so 
MB^C^=MBC+ BB,C,^ 
MC, Z>, s=r MCD + CC^D^ . -^. 





Ton Kräften in einer Ebene äberhaopt* 



69 



Addirt man diese drei Gleichungen, setzt die zu 
untersnöhende Summe der Dreiecke 

£e Summe 

AJ^ß^ + BB,C^ + CC^B^^Jy 

und bemerkt,' dass nach §• 45. 3. 

MAB+MBC +MCB +nDA^ABCDy 

so kommt: 

(a) S^jABCD + J — MDA. 

Tritt demnach bei der eben gemachten Construction 
der specielle Fall ein, dass der letzte Punkt B der 
gebrochenen Linie ABCB mit dem ersten A zusam« 
menfäUt, so wird MBA = Oy das Vieleck ABCB 
geht in eines mit einer um Eins geringem Seitenzahl 
ABC über, und man erhält: 

S=,ABC+Jy 

A. h. die Summe S ist fiir jeden Ort von M von oon- 
stanter Grösse. 

Fällt aber B mitA nicht zusammen, sosey B^A^ 
eine der BA gleiche und parallele Linie, und man hat 
MB^A^ = MBA + BB^A^y und, wenn man den 
hieraus fliessenden Werth von MBAm{a) substitulrt: 

S::^ABCB + J + BB,Ä^^ßtB^A,. 

Bestimmt man nun den noch willkülurlichen Abstand 
der Bj^A^ von BA so, dass das Dreieck 

JDA^B^ = ABCB+Jy 
so wird • « • S=iMA^B^y 

und man hat somit eine Linie A^B^ gefunden, welche 
die Eigenschaft besitzt, dass fiir jeden Ort der gemein- 
schaftlichen Spitze M die Summe der Dreiecke über 
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den gegebenen Linien -^^Bt^ B^C^y C^D^ deuLDrei- 
ecke über A^D^ gleieh iaU 

§•47. 
Zusätze, a. Aus der Gleichung S^=^MA^D^ 
folgt, dass, wenn M in A^D^ selbst liegt, iS^=0 ist, 
dass für alle Punkte My welche mit yi^^t ^ einer 
Parallele liegen, 8 gleiebe Wertfae hat, und dass über- 
haupt der Werth Ton S dem Abstände des M ve« A^ /), 
proportional ist. 

b. Werden durch A^B^y B^C^^ C^D^ Kräfte 
vorgestellt, so ist ^jD^ die Resultante derselben* 
Die Resultante eines Systems von Kräften kann daher 
ihrer Grosse und den Winkeln nach, welche sie mit den 
Kräften bildet, auch gefunden werden, wenn man die 
den Kräften proportionalen, Linien, in beliebiger Folge 
genommen, parallel mit sich so fortbewegt, dass der 
Anfangspunkt jeder folgenden mit dem Endpunkte der 
Bächstvorhergehenden znsammenfälk, und sömk eine 
zusammenhängende gebrochene Linie entsteht Tum 
vem Anfangspunkte dieseir gebrochenen Linie bis zu 
ihrem Endpunkte geführt« Gerade ist dann der Resul- 
tante gleich und paralleL Fallen aber der Anfangs- 
mid Endpunkt der gebrochenen Linie wsammen, so dasa 
die Kräfte nach ihrer parallelen Fortbewegung ein ge- 
schlossenes Vieleck bilden, so hat das System keine 
einfache Resultante, sondern reducirt sich entweder 
auf ein Paar, oder ist im Gleichgewichte. 

c. Kräfte in einer JEhne^ die durch die Seiten 
eines geschlossenen Vielecks ABC • • • detr gestellt wer^ 
deny sind daher immer gleicAwirJhend mit einem Paar e 
oder im OleieAgewiehte^ Itas Moment des Paaree is$ 
{=2MAM+ft]HB€ + ...y Bbo) dem dofii^elten M^ 
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halte des Vieleck* gleich^ und wenn dieser Inhalt 
noh sss findet^ so herrscht Crleichgewicht. Siod 
daher s*'B. ABC... und FGH... xwei in ^iner 
Ebene beliebig gelegene Yieleoice von gleichem Inhalte, 
8o sind die zwei Systeme von Kräften AB^ BC^.*. 
und FO^ OH^ . • . von gleicher Wirkung* 

d. Ist AHCD ein ebenes Yieleclc und dnd ^^ 
B^^ Cg jy die Projectionen seiner Eclcen auf eine in 
seiner Ebene entiialtene Gerade, -^ gleichviel, unter 
welchem Winkel die mit einander parallelen projiciren- 
den Linien die Gerade schneiden, -— so ist die Summe 
der Projectionen der Seiten =^'Ä'+ Ä'C'+ OB'+irA"^ 
abo immer ;=:=0; und eben so ist die Summe der Pro- 
lieotionen der Tbeile einer gebrochenen IjoaeABCOy 
ABT +BCr+ CDt ^A'iy =s der Proiection der vom 
Anfünge bb zum Ende der gebrochenen Linie gezoge- 
oen GeradoQ. Da nun bei paralleler Fortbewegung 
WDer Linie die Projection derselben ihr^ Grösse nach 
sich nicht ändert , so ist, wenn die Summe der Dreiecke 
im vorigen §• fiir alle Punkte der Ebene unverändert 
bleibt, die Summe der Projectionen der Linien des 
Systems auf jede . Gerade in der Ebene ts:0» Hat aber 
das System eine Reisultante, so ist die Summe der 
Prcjectionen der Projection der Resultante gleich. 

Ist, umgekehrt, für eine gewisse Richtung der pro- 
jicirenden Linien die Summe der Prqjectionen 3=1), s6 
schliessen wir, dass, wenn die Linien des Systems durch 
parallele Fortibewegung zu einer gebrochenen Linie ver- 
einiget werden, der Anfisngs- und Endpunkt dieser ge- 
brochenen in einer nut den projicirenden Linien paral- 
lelen Linie liegen. Ist daher die Summe der Projectio- 
nen fiir zwei versdhiedene Richtungw der projicirenden 
Linien jedesmakaeO, so fallen Anfang und «Ende der 
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gebrochenen Linie zusammen^ und es entsteht ein ge- 
schlossenes Vieleck, vfeil sonst die Linie durch den 
Anfangs- und Endpunkt mit den zviei verschiedenen 
Richtungen der projicirenden Linien zugleich parallel 
seyn müsste. Die Bedingung, unter welcher die Summe 
der Dreiecke von einem Punkte der Ebene zum andern 
constant ist, kann daher auch dadurch ausgedrückt wer- 
den, dass die Summe der Projectionen der Linien des 
Systems für zwei verschiedene Richtungen der projici* 
renden Linien, und damit auch für alle andern Rich- 
tungen, = ist. Tergl« ff .39. und 40. 

e. Wenn alle Linien des Sjrstems sich in einem 
Punkte O schneiden, so ist die Summe der Dreiecke 
für diesen Punkt, s=sO, also auch für jeden andern 
Punkt, =0, wenn die Summe nicht veränderlich ist. 
Ist sie aber veränderlich, so hat das System eine durch 
O gehende Resultante, weil eine veränderliche Summe 
nur für Punkte der Resultante, =0 ist Nimmt man 
daher bei der Construction der gebrochenen Linie den 
Punkt O zum Anfangspunkte, so ist die von O bis zum 
Endpunkte der gebrochenen gezogene Linie die Resul- 
tante selbst, nicht bloss mit ihr paralleL Die Anwen- 
dung hiervon auf ein System von nur zwei sich schnei- 
denden Linien führt unmittelbar zu dem geometrischen 
Satze in f. 34., wie ohne weiteres klar ist. 



y. Sind sämmtliche.Linien des Systems mit einan- 
der parallel, so geht die vorhin gebrochene Lmie in 
eine einzige, mit den Linien des Systems parallele 
Gerade über. Die Resultante, wenn eine solche statt 
findet, ist daher ebenfalls den Linien des Systems parallel 
und der algebraisöhen Sunune derselbeh» gleich. 



Von Kraften in tiaet Ebene fiberhaupt 



73 



Aufgabe. Von einem System in einer Ebene ent- 
haltener Kräfte (Linien), sind für drei Punkte ^j B^ 
C (Fig. 20.) der Ebene, welehe nicht in einer Geraden 
liegen, die Momente des Systems (die Summen der 
Dreiecke) =(^), {B)^ {€) gegeben. Die Resultante, 
so wie das Moment (üf) für irgend einen vierten Punkt 
üf der Ebene, zu finden. 

Auflösung. 1) Die Momente (^, (17), (C) sind 
den Abständen der Punkte u^, By C Ton der Resul- 
tante propcNTtional (§• 47. a.). Es verhalten sich aber, 
wenn die Gerade BC von der Resultante in D ge- 
schnitten wird, die Abstände der Punkte B und C von 
der Resultante wie BD und CD. Man theile daher 
BC in D so, dass auch hinsichtlich der Vorzeichen 
BI}:CI} = {B)i{C)j und auf gleiche Weise CA ia 
^80, dass CEiAE={C)i{J)y so smd D und JS? 
zwei Punkte der Resultante, und die Resultante ist 
somit ihrer Lage nach gefunden. Auch muss, wenn 
man noch AB ia F nach dem Verhältnisse AFi BF 
= (A) : {B) theilt, F in der Resultante, also in DE^ 
Uegen. Nimmt man hierauf m DE einen Abschnitt 
OH yon der Länge, dass das Dreieck AOH^=z^{A)y 
[oder BGH:=i(B)y oder COH^i{C)y\ so ist 
OH die Grösse der Resultante. 

2) Für den Punkt üf ist das Moment (iKf)=2iEr€;i5r. 
Ohne aber zuvor die Resultante OH bestimmt zu ha- 
ben, kann man aus der gegenseitigen Lage der vier 
Punkte Aj By Cy M und aus den Momenten für die 
drei ersten das Moment für den vierten auch unmittel- 
bar finden. — Werde BC von AM in iV geschnitten, 
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und sey (JV) das Momeut für den Punkt iV, so verhält 
sich 9 üvic vorhin: 

BDxCD.ND = {ß) : (C) : {N). 

Man hat aber die identische Gleichung: 

^=BD{CD — ND)^CD{ND—BD) 
+ ND {BD - CD) 
^BD.CN+CD.NB + ND.JiC. 

Substiluirt man darin für BD^ CDy ND die ihnen 
proportionalen {B)^ (C), {N)y so kommt: 

CN .{B) + NB .{C) + BC .{1V) = , 

die Relation zwischen den Momenten für drei iu einer 
Geraden liegende Punkte. Sie geht hervor,, wenn man 
in der Gleichung zwischen den gegenseitigen Abständen 
dieser Punkte jeden Abstand mit dem Momente für den 
jedesmal übrigen Punkt multipUcirt^ 

Auf gleiche Weisä hat man in der Geraden AMNi 

MN. {A) + NA . (M) +AM. {N)=0. 

Es verhält sich aber 

CNiNB=JirCN:MNB=ACN:ANB (f. 45.1.), folgl 

= CNM—CNAiBMN—BAN ■ 
= CAMi BMA=MCAi MABy 

und eben so 

MNiNA= MBC ; ACB. 

Hiermit werden die vorigen zwei Gleichungen: 
MCA.{B)+MAB.{C) — (MCA + MAB){N)^Q, 
MBC. {A) + ACB. {M)'-^{JUBC + ACB) iN) = 0. 

Addirt man dieselben, so kommt, weil dabei der 
Coefßcient von (N) sich auf NuU reducirt (§.45.2.): 
JttBC.{A) + MCA.{B) + MAB.{C) = ABC.(M), 

welches daher die gesuchte Relation zwisqhen den Mo- 
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menteo för irgend vier Punkte der Ebene ist Sie ent- 
steht, wie man «idit, aonittelhor aus der Gleichung 
($• 45. 2.) zwischen den rier Dreiecken, die sich aus 
den Tier Punkten bilden lassen, indem man zu jedem 
dieser Dreiecke ^as Moment des jedesmal fehlenden 
Punktes als Factor hinzufügt» 

f. 49. 

ZusStse* a. Ans dem erstta Tbeile dieser Auf- 
lösung fliesst der bekannte Sutz, dass dta Plroductaos 
den drei Verhältnissen, nach denen die drei Seiten 

eines Dreiecks ABC von einer vierten Geraden DEF 

« 

geschnitten werden: 

{BDiCB){CEiAE)(AFxBF) 

der Einheit gleich ist. 

b. Setzt man in der zuletzt erhaltenen Gleichung 
statt {A)y (jB), . . dieWerthe dieser Momente : 2AGH^ 
2BOBx « • M so kommt: 

MBC.A6B^iaCA.BGH^MAB.C6B 

z^ABCMOHy 

eine Gleichung, die immer statt finden mnss, wie aucb' 
die sechs Punkte. A^ Bj C, &, U, Jlf in d^ Ebene 
liegen mögen. 

Lässt man üf mit JSTzusammenfallen, so ergiebt sich: 
BBC . AGB+ BCA . BGB+ BAB . CGB^ 0» 

eine Cileichung swisolnm secli3 Dreiecken,, welehü eine 
gemeinschaftliche Spitze J7, und die vier Sekea und 
zwei Diagonalen eines Vierecks ABCO zu. Grund- 
liniea haben« 
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Tom GleichgeTrichte zwischen KräftepaareD 
im Bamne. 

«.so. 

Idekr*at%. Zwei emaader gleiche Paare^ die 
in xteei parallelen Ebenen liegen und einerlei Sims 
haben^ lind gleichwirkend. 

Beveia. Sei ABy CD (Fig. 21.) du eine Paar 
and E6 die mit seraer Ebcme parallele Ebene des an- 
dem Paares EF, 6B) welches darin so gelegt wor- 
den, dasB seine Kräfte init denen des erstem parallel 
und. Man nehme überdies an, da&s die rier Punkte 
Ay Dy E, H in einer Ebene liegen, und dass daher 
nnd vegea der Gleichheit beider Paare die vier Kräfte 
derselben vier, einander paraUele Kanten eines Paral' 
lelepipednms Torstellon. Sey alsdann M der Durch« 
'Schnitt von jiJB mit HE und iV der Durohsohnitt von 
BG mit CF, so sind JH and JV zugleich die Mittel- 
punkte dieser Linien, on^ Mßf ist den vier Kräften 
gleich und parallel. 

Nun ist das Paar AB, CH gleichwirkend mit den 
Paaren AB^ NM unü CD, M.N. Von diesen ist aber 
ersteres gleiohwirkend mit JUiV, QH, nnd letzteres mit 
NMy EF(i.i7.). Folglioh ist das Paar AB^ CD 
gleichvirkend mit MNy Gff, NMy EFy d.i. mit dem 
Paare EF, GB. 

Folgerung; Ein Kräftepaar kann daher nioht 
nur in seiner Ebene, sondern auch in jeder diunit par- 
■Uelen Ebene, wohin man will, verlegt werden, und 
£e Beengungen förs Gleiafagemoht xwisaben Paaren, 
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die in parallelen Ebeaea liegen^ und mit den oben 
für den Fall gefiindeoen Bedingiingenf veno die Paare 
in einer und deraelben Ebene enthalten moAf gaoc 
einerleL 

«. 51. 

Mjehnat». Zwei Paare, dde in x»«* einander 
mcAt parallelen E6enen liege» y Mnnen eich uieAt 
da* GleieAgeieie/it Aalten, aondem $ind , gleiehairkend 
mit einem Paare, denen Ebene durch die Oureh- 
*eko*tt»linie jener Ebene geht, oder (§.50.) mit dieser 
Linie parallel iit. 

Beweis. Ueber einem willkührliob in der Dnrch- 
sohnittsliuie genommenen AbsohDitte AN (Fig. 22.) be- 
schreibe man in den Ebenen der beiden Paare zwei 
Parallelogramme ^iVCA and ANED, welebe ihrem 
Sinne und Inhalte noch den Momenten der Paare gleich 
sind. Alsdann kSanen NC-, BA nnd NE, DA als 
die beiden Paare selbst angesehen werden. Ist nun Ton 
NC und NE die Resultante NG, und von BA and 
JOA die Resultante FA, so sind, wie schon aus 4- 15. 
fliesst} N6, FA einander gleidi, parallel nnd entge- 
gengesetzt und bilden daher ein Paar, dessen Ebene 
durch NA geht, and welches mit den gegehenm zwei 
Paaren gleiche Wirkung bat 

Folgerungen, a. Drei Paare köimen nur dann 
einander das Gleichgewicht halten, wenn ihre Ebenen 
entweder zusammenfallen, oder einander parallel, oder 
mit einer nnd derselben Geraden parallel sind, also 
überhanpt, wenn ihre Ebenen keine körperliche Ecke 
bilden. Zwei Paare sind aber nur dann, und dann 
immer, im Gleichgewichte, wenn sie in einerlei, oder 
in parallelen Ebenen liegen, ron entgegengesetztem 
Sinne sind nnd einander gleiche Uomente haben. ^^ 
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6. Oa zwei Paare, anch wenn sie nicbt in einer 
Ebene liegen, entweder ein resultirendes Paar haben, 
eder im ClIeiohgewi<Afe sind, #o wird jede$ System 
von PatH^en überhaupt^ indem man die Zahl derselben 
durch successive Yerbindnng je züveier immer um eins 
Tßnnmdert, wich entweder auf ein Paar zurückfuh- 
ren lassen y öder im Sieiehgemckte eeyn^ wenn es 
die letzten «wei in verbiadMden Paare sind. 



f. 52. 

Ohne dasjenige zu benutzen, was vom §• 24. an 
fiber die Zusammensetzung einfacher Kräfte gelehrt 
worden, lassen sich mit Hülfe der im vorigen §. ge- 
machten Construction noch folgende Schlösse bilden« 

In der Ebene CNEO nehme man vrillkührlich 
einen Punkt M und lege durch ihn MH^ MIy MK 
gleich und parallel mit NCy NEy NOy so ist KM 
die Resultante von HM und IMy und es sind didier 
die Paare NCy HM und NEy IM zusammen gleich- 
wirkend mit d6m Paare NO^ KMy fplgUch (§. 22.) 
sind die Parallelogramme 

(a) NCHM+NEIM=NGKM, 

fo^lich ihre Hälften oder die Dr^ecke 

MNC+MNE=MNGy 

folglich die Pyramiden > welche diese In einer Ebene 
liegenden Dreiecke zu Grundflächen und den Punkt ji 
zur gemeinschaftlichen Spitze haben , 

MNCA + MNEA = MNOA^ : 

drei Pyramiden, welche man auch als selche betrach- 
ten kann, deren gemeinschaftliche Spitze ilf ist, und 
deren «rmidflädien NCAy NEAy NOA in denEbe- 
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neu iet fahre JVC ^ Bj4; JVE, DAs NO^ /'urf liegen 
and den halben Momenten dieser Paare gleich sind, 
Bs ist aber M ein ivillkührlicher Punkt in 'der Ebene 
CNEj und diese Ebene ist selbst willkfihrlieh , weil es 
der Pnnkt N in dem Durehsohnitte der Ebenen ACy 
AE und die Winkel ANC^ ANE sindf folgHoh Ist 
M ein wülkührlicher Punkt im Ranme fiberhaupt, und 
wir sind somit zu folgendem Satze getangtt 

Wenn die Ebenen zweier Paare und ihres resulti- 
renden Paares . sich in einem Punkte N (folglifdi in 
eiper nnd derselben durch diesen Punkt gebenden Ge«* 
raden) schneiden^ so ist von den drei Pyramiden^ welche 
einen belieWgen andern Punkt M zur g^meinschaftli» 
ch^n Spitze haben, und der^n Grundflächen in den 

Ebenen, d^r Paare liegen und den Momenten der letz* 

< • •■ ?• • . 

tem proportional sind, die Summe der zwei Pyramiden^ 
welche den zwei zusammenzusetzenden Paaren angehö- 
ren, der Pyramide des resnltirenden Paares gleich. 

Uebrigens müssen hierbei noch die Zeichen der 
Pyramiden gehörig beachtet werden. Denn in der 
Gleichung (ä) bekommen je zwei Parallelogramme nur 
daiin einerlei Zeichen, wedn die Paare, zu denen sie 
geboren, von einerlei S^nne sind, und nachdem je zwei 
dieser Paare, wie iSfCy BM und NE^ /ilf, einerlei 
oder entgegengesetzten Sinn habenj erscheinen offenbar 
die' Paare iV^C, ^A nnd NE^ DA^ wenn von Jf auf 
^e Ebene des jedesmaligen Paares herabgesehen wird, 
mit emerlei'' oder entgegengesetztem Sinnew Mithin 
müssen sieh aueb die Vorzeichen der Pyramiden naefa 
dem Sinne richten, mit welchem fie Paare, über deren 
Flächen sie> obnstmirt sind, von Üf ane betraehtet, 
bHM 9oi0cn. 

^^t eben erwiesene Sati gilt aber nicht nnr Cur 
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zvfeiy sondem auoh für jede grössere Anzahl eusam^ 
menzusetzender Paare. Denn werden zwei Paare kurz 
durch p und* p\ und ihr resulturendes Paar durch r 
bezeichnet), und drückt Mp die Pyramide aus, deren 
Spitze. JV) und deren .Grundfläche ihrer Lage und 
Grösse nach das Parallelogramm des Paares p ist^ 
n. 8. w«, so ist, wenn dieEhenen der drei Paare durch 
einen und denselben Punkt JV gehen: 

Mp-+ Mp' = Mr. 

I^binmt nnn zu den Paaren p^ y ein drittes p'^y 
dessen Ebene gleichfalls durch iV^ gehe, — gleichviel, 
ob sie auch durch die gemeinschaftliohe Durohschnitts- 
linie von /?,. /?', r geht, oder nicht, — und giebt dieses' 
Paar p'^ in 't'erbindung mit p und p\ oder mit r , tfäs 
Paar r^ als resultirendes, so hat man, wenn auch die 
Ebeiie von r' ^uröhiV^ gelegt wird, üf r + üljp'' = üf r', 
folglich 

Mp + Mp' + Mp'' = Mr\ 

und so fort bei noch mehrern dnrch denselben Punkt 
JV gelegen Paaren, wenn auch hier je z^wei Pyramiden 
mit einerlei oder entgegei^esetzten Zeichen genommen 
werden, je nachdem die Paare, zu denen sie gehören, 
TOD itf aus gesehen, mit einerlei oder -entgegengesetz- 
tem Sinne erscheinen. 

Hat man. daher em ßjfMtem van Paaren im Haumey 
deren Ebimen, Mich in eifiem unddema^ben Btmktp. 
N M^fkneideny $o ißt die aigebraißeJie Summe derPy-, 
ramideny melche irgend einen andern. JPtmbt M %ur 
gemein$ohajtiiehen Spitxe haben^ .und dieren Crnrndn. 
flächen in den Ebenen der Paare liegen^ und de^ 
Momenten der letztem proportional aind^ gleich einer 
Pyrotwide mit deruelben Spitxe M .und. mit einer 
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GhrundßäcAey die in der durch TV gelegten Ebene des 
resultirenden Paaret enthalten und dem Momente 
de^Melben proportianat ist* 

Haben aber die Paare kein resultirendes ^ son^ 
,dem sind sie im Gleichgewichte^ so ist för jeden Ort 
von M die Summe der Pyramiden null. Denn weil 
dann jedes der Paare ^ z« B, /», im entgegengesetzten 
Sinne genommen, das resuhirende der jedesmal übrigen 
ist, und mit dem Sinne eines Paares zugleich das Zei- 
ohen seiner Pyramide in das entgegengesetzte ver- 
wandelt wird) so hat man — Mp = Mp' + M//' + • • • , 
folgiioh iap + Mp' + Mp" + ...:=^ü. 

f 53. 

Kehren wir noch einmal zu der in §• 51. gemachten 
Construction zurück und nehmen an, dass die in den 
Ebenen der zwei zusammenzusetzenden Paare über dem 
Durchschnitte JLN dieser Ebenen beschriebenen , den 
Momenten der Paare gleichen Parallelogramme ACy 
AJS (Fig. 22.) rechtwinklioh gemacht worden sind. Als- 
dann wird in^ Folge der Construction auch ^& ein 
Rechteck 9 die zwei Paare CNy AB\ ENy AB und 
ihr resultirendes ON^ AP erhalten gleiche Breiten 
=zAJV, die einfachen Kräfte CNj EJV xmA 6^iV wer- 
den folglich den Momenten der Paare proportional, und 
die Winkel dieser Kräfte werden den Winkeln gleich, 
unter denen sich die Ebenen der Paare schneiden. 
Sollen daher zwei in zwei nicht parallelen Ebenen lie- 
gende Paare zusammengesetzt werden, so kann man 
auch so verfahren, dass man zwei den Momenten der 
Paare proportionale gerade Linien unter demselben 
Winkel an einander setzt, den die Ebenen der Paare 
mit einander machen, und von diesen Linien, als Kräfte 
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betrachtet, die Resultante bestimmt. Das Momeut des 
resultirenden Paares ist alsdaan dieser Resultante pro- 
portional, und seine Ebene macht mit den Ebenen der 
gegebenen Paare dieselben Winkel^ welche die Resul- 
tante mit jenen zwei Linien bildet. 

Da der Winkel zweier Ebenen immer dem Winkel 
gleich ist, welchen zwei auf den Ebenen errichtete Nor- 
malen mit einander machen, so lässt sich die Regel 
fiir die Zusammensetzung zweier Paare auch folgender- 
gestalt abfassen: 

Durch einen beliebigen Punkt O lege man zwei, 
die Ebenen der beiden Paare normal treffende und deo 
Momenten derselben proportionale Linien OPy OQy 
und suche die Resultante dieser Linien, welche OH 
(die Diagonale des Parallelogramms POQR) sey. Ein 
Paar, dessen Ebene normal auf (9i2, und dessen Mo- 
ment der OJl proportional ist, wird das Terlangte re- 
sultirende seyn. Dabei ist hinsic]itlioh des* Sinnes der 
Paare noch zu bemerken, dass, wenn die Richtungen 
von /'nach 0, von Q nach O, Ton i2nach0, succes- 
sivo als die Richtung vom Kopfe nach den Füssen des 
Besdiauenden genommen werden, jedes der zugehörigen 
Paare mit einerlei Sinn erscheinen muss. 

Um diese Vorschrift fiir die Zusammensetzung 
iweier Paare noch einfacher ausdrücken zu können, 
wollen wir gerade Linien, die auf den Ebenen der Paare 
normid stehen, deren Längen sich wie die Momente der 
Paare verhalten, und deren Richtungen so genommen 
And, dass in Bezug auf sie die resp. Paare einerim 
^nn haben, die Axen der Paare nenAen. Alsdann ist^ 
wenn die Axen sämmtlich durch einen und denselben 
Punkt gelegt werden, die Resultante der Axen der zwei 
zusammenzusetzenden Paare die Axe des resultinmden 
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Paares; und man üb^sieht leieht, dass dieselbe ein- 
feehe Regel aneh bei Jeder grösseren Zahl sasammen« 
zusetzMider Paare ihre Richtigkeit hat, nnd somit die 
Znsammensetznng Ton PaarVti in jedem Falle aof die 
Zusammensetzung einfocher Kräfte, die in einem Punkte 
sich treffen, zurfiokgefiihrt ist. Skid diese durch die Axea 
der Paare Targestellten Kräfte im Gleidigewichte, so 
herrscht auch Gleichgewicht zwischen den' Paaren selbst. 

f. 54. 

Noch 6ide Stethode, Päaire^ die in verschiedenen 
Ebeneir lid^M, zusammensasetzen, grändet sich auf 
folgende Betffti(htiiii^en; 

1) Bei dem Parallelogramm AB CD ist die Kraft 
€/j< ^eickv^Äend mit den Kräftien CB, CD% folglidi 
sind BC^ GAy AB gleichwirkend mit CD^AB, d.K. 

* ~ — 

%tiA Kräfte, «reiche ihrer. Richtung und Grösse naeh 
ditrcb die drei^ Seiten eines Dreiecks dargestellt werden, 
liind gleidrWirkeiHl ' !toit einem- Paare, welches in der 
Ebene des - Dreiecks (oder in einer damit (Parallelen 
Ebime) liegir, "uäd dessen Moment durch den doppelten 
Inhalt des' Dreiecks ausgedrückt wird. (Vergl. §• 47. e.). 
^ 2) Sey^h^AyBj C^ D die vier Ecken einer drei- 
seitigen Pti'rfmtdW:' ' Man lasse^jn jeder der sechs Kanten 
deriselben zwbl^d^'l^ Kitote {HräpcHt^tiMia^ und einander 
entgegengesetiteKräfte wi]4M!t4'2^i?, BA^ AC^ CA^ 
U. s. w. Dieä^ isi^^ einander iisti zweien, » and dabei» auch 
alle zusfifi^meiiV '^>^ Gleichgewicht haltende^ Kräfte 
kann liian Irtrer abch zu'^ dreien- so zusäüknetifasseil, 
dass man Tiet^ m deb yicfr Seiteniäehen de^ Pyramide 
wirkende Paare erhält s näitriich erstims das Paar, wor- 
auf sich die drei Kräfte A^^BC^ CA in der Ebene 
ABC redndren, und dessen Moment der doppelte In- 

6* 
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halt des Dreiecks JLBC ist, und eben so noch drei 
andere Paare , deren Ebenen und Momente durch die 
Dreiecke CBD^ CDA^ ADB bestimmt sind. 

Vier in den vier Seitenflächen einer Pyramide wir« 
kendo Paare, deren Momente den Flächen selbst pro- 
portional sind, und welche für den Beschauenden, wenn 
dessen Richtung vom Kopfe nach den Füssen jedesmal 
von der äussern nach der Jnnern Seite der Fläche geht, 
einerlei Sinn haben , halten demnach einander das Gleich- 
gewicht. 

3) Werden die Kräfte dreier dieser vier Paare, 
s, B. der in CBD, COA^ ADB wirkenden, in die 
entgegengesetzten verwandelt, so dass nunmehr 2. DB C, 
%.DCA^ 2.DAB die Momente der Paare ausdrücken, 
so werden diese Paare zusammen gleinh^wirkend mit 
dem vierten, dessen ^ Moinent 2.ABC i'sIL Es fassen 
•ich aber die Drcoeekf^ DBCj DCA^ DAB auch 
ansehen als die Projectionen des Dreiecks ABC auf 
die Ebenen dieser drei Dreiecke durch Linien, welche 
resp« mit DA^ DB^ DC parallel sind. Zugleich 
verhält sich dabei jede in d^r Ebene ABC enthaltene 
Fläche, z. B. das Parallelogramm eines Paares, zu 
ihrer Projection auf eine der drei Ebenen Jl^BC u.s.w., 
wie das Dreieck ABC zudem Dreiecke DBC n.B.w. 

Projicirt man demnach ein Paar auf drei tieh 
unter beliebigen Winkeln in einem Punkte schnei- 
dende Ebenen^ und zwar sOy dass jedesmal die pro- 
Jicirenden Linien mit dem Durchschnitte der beiden 
JBbeneny auf welche nicht projicirt wfrdy parallel 
mndy so erhalt man drei Paare ^welche zusammen 
gleiche ¥Virkung mit dem erstem Paare haben. .. 

4) Soll daher ^on; m.ehrem gegebene^ Paaren das 
resultirende Paar gefipidf^n werden, so piojicire man 
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auf besagte Weise jedes der ersteru auf drei Ebenen, 
die 6ieU in einem Punlcte schneiden. Die hierdorcb in 
jeder dieser Ebenen entstehenden Paare sind aber 
(§•23.) gleichwirkend mit einem einzigen , dessen Mo- 
ment der Summe der Momente der ersteren gleich ist; 
und somit reduciren sich alle gegel>enen Paare auf drei 
in den drei Ebenen wirkende, die nun wiederum, durch 
Verbindung je zweier, zu einem Paare zusammenzu- 
setzen sind. 

5) Findet sich in jeder der drei Ebenen das Mo- 
ment der Prejectionen null, so herrscht in jeder der 
Ebenen, und mithin auch zwischen den gegebenen Paa» 
ren selbst, Gleichgewicht; und umgekehrt: sollen die 
gegebenen Paare im Gleichgewichte seyn, so muss 
dieses zwischen den Prejectionen in jeder Ebene be- 
sonders statt finden, und daher das Moment der Pro- 
jectionen in jeder Ebene null seyn. Denn wäre nur in 
zwei Ebenen das Moment der Prejectionen null, so re- 
dncirte sich das System auf ein Paar in der dritten 
Ebene. Wäre aber bloss in einer oder in gar keiner 
der drei Ebenen das Moment null, so hätte man zuletzt 
zwei Paare in zwei nicht parallelen Ebenen, oder drei 
Paare, deren Ebenen sich nur in einem Punkte schnei- 
den, und es könnte dann nach §• 52. a* eben so wenig 
Gleichgewicht vorhanden seyn. 

6) Hat man aUe Paare des Systems auf drei in drei 
coordinirten Ebenen liegende Paare, deren Momente 
= Zr, ilf, N seyen, zurückgebracht, und hat man 
diese drei Paare zu einem einzigen, dessen Moment 
= ff^y zusammengesetzt, so muss man durch Projection 
Ton ff^ auf die drei Ebenm die drei Momente £, üf, 
JV selbst wieder -erhidten. Denn^evgdbn^^ich als Pro« 
jeetionen von W drei Paare, deren iHdtiieilkte £/, M^^ 
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N\ von. Aen vorigeu versobicden wären , 80 müssteni 
weil /., M, N sowohl, als //', m\ N' mit IT gleich- 
wkend sind, die drei Paare, >dereD Momente =r//'— Z^, 
]W — My N'^-r-N^ im Gleichgewichte seyn. Dieses 
ist aber, wie eben gezeigt worden, nicht anders mög- 
fioh, als wenn ü'— Z.=0, M' — M=0, N'—JV=Oi 
fedglich u. s. w. 

§. 55. 

«Zusätze, a. Ist ABCD ein Yiereok, mag es in 
einer Ebene liegen, oder nicht, so sind die vier Kräfte 
AB^ BC^ CD^ DA gleichwirkend mit den Kräften 
AB^ BC, CA und AC^ CDy DAy also (§. 54. i.) 
gleichwirkend mit zwei Paaren , deren Ebenen und Mo- 
mente die Dreiecke ABC und ACD angeben, folg- 
lich iouner gleichwirkend mit einem einzigen Paare, 
das, wenn das Viereck ein ebenes ist, in der Ebene 
desselben liegt, und zum Momente die doppelte Summe 
dicr zwei Dreiecke, d. u den doppelten Inhalt des Vier* 
acks bat« Auf dieselbe Art kann man bei jedem Yidieek 
von ntehre^n Seiten verfahren, indem man dasselbe 
durch Diagonalen in Dreiecke zerlegt, und liann daher 
den allgemeinen Satz aufstellen: 

Ein System von Kr^ften^ welche ihren Bdohtun^ 
gen und Intensitäten nach durch die Seiten irgend 
eine» Vielecks piMTgestelft werden^ läset sieh immer 
auf ein PtBor reducir&n^ dasy wenn dms Vieleck ein 
ebenes isty in der Ebene desselben liegt und ein dem 
deppeiten Ii^alte des Vielecks gleiches Moment hat. 

b. Auf ähnliche W^se lässt sich auch der Satz 
in Nr. 2. des vorigen f. von der difeiseitigen Pyiamide 
vefallgen|ftipemir«uii4f«aQ( jedes Po]ye4iDr ausdehnen« — 
Jede Kante wtes Polyeders, ist 4i^ gi^ipein^chaftlidie 
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Seite sweier dasselbe begrenzenden Flächen, und wenn 
der Sinn jeder dieser Flächen so genommen %vird^ diMs 
er einenii auf ihre Aussenseite herabschauenden Auge 
b« allen derselbe ist, so hat in den Perimetern je 
zweier an einander stossenden Flächen die ihnen ge- 
meinschaftliche Seite entgegengesetzte Richtungen; z. B. 
die Kante BC der obigen Pyramide ABCDy als die 
Seite BC der Fläche ^BC, und als die Seite CB, 
der Fläche CBD. Lässt man daher in jeder, ikrem 
Sinne iiach auf die beschriebene Weise genommenen, 
Fläche jede Seite eine Kraft vorstellen, so halten sich 
diese Kräft;e paarweise das Gleichgewicht. Zugleich 
aber sind alle zum Perimeter einer und derselben Fläche 
gehörigen Kräfte mit einem Paare gleichwirlcend, dessen 
Moment dem Inhalte der Fläche proportional ist; und 
wir sdiliessen daher: 

Ein System von Paaren^ deren Ebenän und 
Momente durch die Flächen eines Polyeders darge^ 
stellt werden y und welche ^ wenn aUe Flächen von 
einerlei Seite {von der äussern oder der innem) iC" 
trachtet werden y insgesammt einerlei Sinn haben^ ist 
ün Gleichgewiehte. 

c. Nach §. 54li. 6« ist das Moment L der Projection 
eines Systems von Paaren auf eine beliebige Ebene 
dem Momente der Projection des resultirenden Paares 
¥f^ auf dieselbe Bbene gleich. Da nun das Moment 
der Proieotion eines Paares fV auf eine mit seiner 
Ebene parallele Ebene dem Momente des projicirten 
Paares selbst gleich ist, was auch die projicirenden 
Linien mit den zwei parallelen Ebenen für einen Winkel 
machen; und da, wenn man ein Paar üP^ dinrch Linien, 
die in seiner Ebene selbst liegen^ auf irgend eine andere 
Ebene projioirt^ das Moment der Projection immer null 
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ist: 80 besitzt die Ebene des Paares , worauf sich ein 
System von Paaren reducireu lässt, und welche Ebene 
man die Hauptebene des Systems nennt, die zwei 
Eigenschaften, dass erstens das Moment der Pro- 
jection des Systems auf die Hcmptebene immer von 
derselben Grosse isty unter welcJtem fVinkel auch 
die proßcirenden Linien die Hauptebene schneiden^ 
und dass zweitens y wenn das System durch lAnien^ 
welche mit der ffauptebene parallel sindy auf irgend 
eine (mderej mit ihr nicht parallele^ Ebene projicirt 
wirdy d€u Moment der Projection null ist* 

Uebrigens ist schon wegen §. 50. die Lage der Haupt- 
ebene nicht vollkommen, sondern nur den Winkeln nach 
bestimmt, welche sie mit den Ebenen der Paare des 
Systems bildet ; d. h. es giebt ein System paralleler 
Ebenen, deren jede als die Hauptebene angesehen wer- 
den kftnn. 

Eme dritte merkwürdige Eigenschaft der Haupt- 
ebene besteht darin, dassj wenn man die projiciren- 
'den Idnien die Projectionsebene immer rechtwinklig 
schneiden lässty das Moment der Projection auf die 
ßauptebene grösser ist als diu Moment der Pro- 
jection auf irgend eine andere Ebene. Denn da das 
Moment der Projection des Systems immer dem Mo« 
mente der Projection des resultirenden Paares gleich 
bt, und dieses Paar in. der Hauptebene liegt, so ist 
miter der Voraussetzung rechtwinkliger Projectionen das 
Moment der Projection des Systems auf irgend eine 
Ebene gleich dem Momente des resultirenden Paares, 
multiplicirt in den Cosinus des Winkels, den diese 
Ebene mit der Hauptebene macht; folglich am grössten, 
wenn der gedachte Winkel null ist, also die Projections- 
ebene mit der Hauptebene parallel geht — Ist dieser 
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Wiokel ein rechter, steht also die Projectionsebene auf 
der Hauptebene normal, so ist der Cosinus des Winkels, 
und daher auch das Moment der Projection des Systems 
null, wie auch schon daraus folgt, dass dann die pro- 
jicirenden Linien mit der Hauptebene parallel laufen/ 
Eben so leicht sieht man endlich, dass/ür oüeEienen^ 
taelcAe mit der Hauptebene gleiche fVinkel machemy 
das Moment der Projection von gleicher €hrös$e ist. 

« 

§. 56. 

Alle die vorigen' Sätze kann man auch rein geo- 
metrisch ausdrücken, indem man dem Systeme der 
Paare ein System begrenzter Flächen, die in Terschio- 
denen Ebenen liegen, und dem Momente der Projection 
auf eine beliebige Ebene die Summe der Projectionen 
der Flächen auf dieselbe Ebene substituirt. Wenn dem- 
nach von einem solchen Systeme von Flächen die drei 
algebraischen Summen ihrer Projectionen auf drei Ebe- 
nen, die sich nur in einem Punkte schneiden, einzeln null 
sind, so ist es auoh die Summe ihrer Projectionen auf 
fede vierte Ebene. Ist aber diese Summe fiir keine, 
oder doch nicht fiir jede der drei Ebenen null, so lässt 
sich immer eine Ebene angeben, die mit den Ebenen 
des Systems bestimn^te Winkel macht, die Hauptebene 
des Systems, und in dieser Ebene eine Fläche von be- 
stimmtem Inhalte, die resultirende Fläche, so dass die 
Summe der Projectionen der gegebenen. Flächen auf 
irgend eine Ebene der Projection der resultirenden Fläche 
gleich ist; dass daher, wenn nur rechtwinklige Pro- 
jectionen zugelassen werden, die Summe der Projectio- 
nen auf die Hauptebene die grösste unter allen und 
der resultirenden Fläche selbst glrich ist; u. s. w. 

Da endlioh ein System von Kräften, welche durch 
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die Seiten ^es Vielecks vorgestellt werden , sich auch 
dann, weoi\ das Vieleck keia ^1>eaes ist, auf ein Paar 
reducirt (§.55. a.)» ^^ kann man die eben aufgestellten 
geometrisdien Sätze nodi mehr veraligemeinem, indem 
maa, statt in Ebenen enthaltener Flächen, nicht ebene 
Vielecke, oder selbst in sich zurücklaufende Curven 
von doppelter Krümmung setzt» So muss es z. B. für 
jede Corvo dieser Art eine Hauptebene geben von der 
Beschaifenheit, dass wenn man die Curve durch Paral- 
lelen mit dieser Ebene auf irgend eine andere damit 
nicht parallele Ebene projicirt, der Inhalt der Projection 
s=:0 ist« Diese Projection muss folglich eine in sich 
zurücklaufende und dabei sich selbst ein oder mehrere 
Male sehneidende Curve seyn. VergL §.45. 3^ 

Zusatz. Besteht das System aus begrenzten 
Ebenen, so l£,ann man zufolge des §• 52. unter die Ei- 
genschaften der Hduptebene noch, die setzen, dass, 
vfesm man alle Ebenen des Systems und die Hauptebene 
dorcb einen und denselben Punkt geben lässt, die Summe 
der Pyramiden, welche irgend einen Punkt zur gemein, 
schaftiiohen Spitze und die begrenzten Ebenen zu Grund- 
flächen haben, der Pyramide gleich ist, welche dieselbe 
Spitze und die resultirende Fläche in der Hauptebene 
^va €hrundfläche hat 

Diese Gleichung zwischen Pjiramiden findet selbst 
dann noch statt, wenn die Ebenen des Systems sich 
nicht in einem Punkte achneiden, sondern irgend andere 
bestimmte Lagen haben. Die Hauptebene, — - wenn 
anders eine solche existirt, und wenn nicht, wie c)s auch 
geschehen kann, die Summe der Pyramiden über den 
Flächen des Systems für jeden Ort der gemeinschaft- 
lichen Spitze von gleicher Grösse ist, — - hat dann eben- 
CsUs eine voUkomiaen bestinunte Lage. 
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Dieser letztere Satz kann aus dem vorhergehenden 
leicht vermittelst des Lehnsatzes erwiesen werden^ dass die 
algebraische Summe zweier Pyramiden über zwei einander 
gleichen, parallelen und ihrem Sinne nach entgegenge* 
setzten Flächen für aUeOerter ihrer gemeinschaftlichen 
Spitze constant ist. Doch hat dieser Lehnsatz ebenso 
wenig, als der damit erweisbare Satz selbst, einen ihm^ 
in der Statik vollkommen entsprechenden. 



Fünftes Kapitel 

Yom Gleiehgewichte zwischen Kräften im 

Baume überhaupt 

*. 57. 

Sejen^j0, CDy JEFy... mehrere auf einen festen 
Körper nach beliebigen Richtungen im Räume wirkende 
ELräfte« Durch einen beliebigen Punkt JV des Körpers 
lege man A'B'j CITj JSTF'j..^ resp.mit^iB, CZ>,... 
gleich, parallel und nach entgegengesetzten Richtungen, 
so ist, wie in §• 32«, das Sjstem der Kräfte AB^ 
CDy... welches S heisse, gleichwirkend mit dem 
Systeme V der einfachen durch N gehenden Kräfte 
B^A\ lyC^... und dem Systeme W der Paare AB^ 
AI B^\ CDy (fD^\... und es können nun, wie a.a.O.) 
nicht mehr als. folgende vier Fälle eintreten a dass ent- 
weder Jedes der beiden Systeme V und W für sich) 
oder nur das System V^ oder nur Wy oder keines von 
beiden im Gleichgewichte ist; und dass daher das 
System S selbst entweder im Gleichgewichte ist, oder 
sich auf ein Paar «^ (§. &I4 ^•), oder auf eine einfadie 
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Kraft V , oder auf ein Paar w und eine einfache Kraft 
ff zugleich reducirt 

Letzterer Fall, welches der allgemeinste ist, macht 
noch eine Erörterung nothwendig. Liegt nämlich v in 
der Ebene von €0^, so lassen sich beide auf eine ein- 
fache Kraft, wie im zweiten Falle, zurückbringen» 
Dasselbe gilt auch dann, wenn v mit der Ebene von w 
parallel läuft; denn man hat nur das Paar w parallel 
mit sich fortzuführen ($.50.), bis es mit v in dieselbe 
Ebene kömmt, und kann es luerauf mit c/, wie Torhin, 
vereinigen. 

Schneidet aber v die Ebene von te^, so lassen sich 
die eine Kraft v und die zwei Kräfte Ton w zwar nicht 
auf eine, aber doch immer auf zwei reduciren. Denn 
man yerlege das Paar w in seiner Ebene so, dass die 
eine seiner Kräfte durch den Durchschnitt der Ebene 
mit V geht, also v selbst schneidet, und Terbinde hier- 
auf diese eine Kraft mit v. Die Resultante dieser Ver- 
bindung und die andere Kraft des Paares w sind dann 
die zwei mit v und w gleichwirkenden Kräfte, die, wie 
überdiess einleuchtet, nicht in einer Ebene liegen. 

Eben so können auch umgekehrt zwei Kräfte v 
und f/, welche nicht in einer Ebene enthalten sind, 
immer in ein Paar und eine einfache Kraft verwandelt 
werden. Denn legt man durch einen beliebigen Punkt 
in der Richtung von f/ zwei der v gleiche, parallele und 
einander entgegengesetzte, sich selbst also das Gleich- 
gewicht haltende, Kräfte, so bildet die^ine derselben 
mit V ein Paar, und die andere lässt sich mit tf zu 
einer die Ebene des Paares schneidenden Kiaft zusam- 
mensetzen. 

Da9S aber zwei Kr&fU^ welche nicht in einer 
Ebene liegen^ aüo auch ein Paar w und eine die 
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^Eiene desselben eehneidmde Kraft Vj mcAt atifeine 
einxdge Kraft reducirbar smdy dass folglich dieses 
w und V nicht mit einer einzigen Kraft f/ ins Glrioh» 
gewicht gebracht werden können, dies lässt sich also 
beweisen« — ^ Gesetzt , es wäre Gleichgewicht zwischen 
vfjV und f/ möglich 9 so kann erstlich die Kraft' t/' mit 
V nicht in einer Ebene liegen« Denn sie würde dann 
mit V entweder Un Gleichgewichte seyn, oder mit v ein 
Paar bilden, oder sich mit f/zv einer einfachen Kraft 
zusammensetzen lassen« Alsdann bliebe im erstto Falle 
w zurück, im zweiten Falle hätte man nächst w ein 
zweites, nicht in der Ebene Ton w. liegendes Paar, und 
im dritten nächst w noch eine eifiache Kräh, also in 
keinem. der drei Fälle Gleicbgewi<ält Setzen wir aber 
zweitens, dass v und t/ nicht in einer Ebene liegeui 
so lassen sie >sidi nach dem Vorigen in ein Paar ^ 
und eine einfache Kraft umwandeln, u^d jes müsste 
daher die letztcdre mit dem aus w und w^ zusaimmen» 
Busetzenden Paare das Gleichgewicht. halten, welcbes 
ebenfalls unmöglich ist (f. 18« Zus.) ] folglich u« s« w« 

. .Nadi dictum Allen sind daher bei einem Systeme 
S von Kjräfteb im Räume vier Fälle zu unterscheiden, 
indem dasselbe - rcntweder im Gleichgewichte ist^ oder 
sich auf ein Paar, oder auf eine einfache Kraft, oder 
auf zwei nicht in einer Ebene enthaltene Kräfte .zn- 
zückbringen lässt« Der erste dieser Fälle tritt ein^ 
wenn ton den Systemen V und W jedes für sich im 
Gleichgewichte^Jat; der zweite, wenn es nur F^ist; der 
dritte, wenn es nur W ist, oder wenn fV sich auf ein 
Paar reducurt, dessen Ebene mit der Resultante von 
^ parallel. geht; der vierte, wenn weder F^noch 9V 
im Gleichgewichte ist, und die Resultante von ^und die 
Ebene, des jresultirendcn Paares von W sich scbueideif« 
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Da mit tfesen BeaehongeB svKolieD V osd W 
alle mdgUcheii Fälle eraehöpft sind, so sind sie nicht 
Uocs die nofliweiidigeD, •eedein aaek die hinreiebeaden 
BediogaageDy unter welehen daa Sjateni 8 im Gleich- 
gewichte ist, oder eioh aof ein Paar redncirea laest, 
VLm 8. w. mid vir kennen daher naigekehrt sehliesBeai 
Soli ia dem Systeme S Gleichgewicht herrschen, so 
moss von den Sjstemim S and W jedes för sich im 
Gleichgewidile seyn'; «i s. w« ' 

§. 58. 

Das mit IV boEelchnete System yoa Paaren warde 
gebüdet, indem dardi einen bdielHgen Punkt N mit 
deitf Kräften AB^ CDy • • . des Systeme S gleiche mid 
parallele, aber nach entgegengesetsten Richtungen wir- 
kende' Kräfte AB^\'Oiy ^ .. • gelegt wurden. Die Mo- 
mente der Paase AB-^ JlB^\ CDy YT"/^;..., aas 
denen fF besteht, sind daher den Doppelten der Drrieeke 
NAB^ NCHy . • • gleich. Zudem ist das Systral IFso 
beschaffen , dasa die Bbeaen seiner Paare inch m einem 
and demselben Punkte iV" schneiden, und man kann folg- 
lieh auf dasselbe den in f. 52. eihaltenen Sats aaweadea. 
Seit demnadi das %iitem S^ mitina aach das System 
VF' (vor. §.), im Gleichgewichte seyiV, '€% aniss Jenem 
Satze zufolge die Summe der Pyramidal, welche die 
Dreiecke NAB^ NCD^.. zu Grundflächen aad einmi 
belielHgen Punkt M zur gemeiascbafflichen Spitze hm- 
ben, d. i. dieSumme der Pyramiden MNABy MNCO^ • • • 
also der Pyramidal, welche 3t N zur gemeiasehaftli- 
ehen Kante und AB^ CD^ • • zu gegeanberstdiendea 
Kanten hab^i, null seyn; und wir haben somit folgen- 
des Theorem geftiadens 

Beim (Heiekgmriekte eme§SywMm eM Krifim^ 
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welche auf etneti frei beweglichen Korper nach be* 
liebigen Richtungen imHaume^rken^ ietdieSutnme 
der Pyramiden^ welche eine gemeimchafüiche Kanie 
von beliebiger Lage und Lange ^ und die Kräfte 
$elbsi^ ihrer Richtung und Intensität naehy durch 
gerade Linien vor gestellt y im gegenüb^stehenden 
Kanten haben j immer gleich null. 

Was die Yorzeiidien dieser Pyramiden aBlangt, so 
riohtet sioii jedes, z. B. das Ziehen vM MJVABy 
aaoh dem fiKme, mit velobem das angeb^ige Paar 
ABy Ji Bf miem von M auf dasselbe faerabsehenden 
Ange erscheint (f. 52.), oderanoh^ — weil iV ein Paukt 
xxk Jf Bf vs\y — nach dem' ^rok 4ie Folg« der Boeb- 
Stäben NAB ausgedrückten Sinne aus demselben €Ie«> 
siehtspunkte« Man nehme daher die Richtung^ MN der 
gemeinschaftlichen Kante, als die Richtung vomKopfo 
nach den Füssen, und bestimme da& Zei^ohen jeder 
Pyramide, nachdem die Richtung AB der gegennbw^ 
liegenden Kante dem ihr zugewendeten Ange nach 
rechts oder nach -links gehend erscheint; oder, wasanf 
dasselbe binaliskommt : man denke sich den Körper, 
auf welchen die Kräfte wirken, an HäNy als einer Axe, 
befestigt, und gebe dann je zwei Pyramiden einerlei 
oder entgegengesetzte Zeichen, jenachdem die Kräfte^ 
welche durch die gegenüberliegenden Kanten Torge- 
i^t^lt werden, den Körper um iETiV nach einerlei oder 
entgegengesetzten Seiten zu drehen streben« 

%. 59. 

Beim Gleichgewichte eines in emer Ebene entlial- 
tenen Systems von Kräften war die Summe der Dreiecke^ 
welche irgend einen Punkt itf der Ebene zur gemein* 
MhafUidten S^e und die Kräfte zu gegenüberliegenden 
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Seiten liiitti»i » = 0. Was also dort ein einfadier Paniit 
M war, geht hier, wp die Kräfte nicht mdir in der- 
adhen El^#ile liegen, in eine gerade Linie üf^über 
ond die diHrtig^i Dreiecice MAB^ . • • verwandehi sieh 
damit in ^eiseitige Pyraniiden MNAB^... So wie 
nun in jenem einfachem Falle die Doppelten der Drei- 
eclcc MABy • • • , oder die Parallelogramme, zn denen 
sie sicho'gänzenlassai, die Atomente der Kräfte ^jff,.. 
in Beadig auf den Pnnkt üf hieMen, so wollen wir anf 
analoge W<n8e die SedisfiEudien der Pyramiden jSfiV^jff, •• • 
oder £e ParaHelepipeda, welche MN und AB^ n« s. w. 
zn gegenuherliegenden Kanten haben, jedes derselben 
mit dem ihm nach der Regd des yorigen §. zukommen- 
den Zeichen genommen, die Momente der Kräfte 
ABy. • in Bezog anf die Gerade oder Axe MN nen- 
nen« DieSnmme der Momente aller Kräfte des Systems 
in Bezog anf dieselbe Axe soll, eben so wie bei Sy- 
atemen in Ebenen, das Moment des Systems selbst 
rncksichtlich dieser Axe heissen. — Der Satz des vo- 
rigoii §• lantet damit also: 

Ist ein System von Kräften im Baume im Gleich- 
gewichte y- 90 int für jede beliebige Axe das Motnent 
des Systems nsM^ woraos nach der schon in ^ 33. an- 
gewendeten Schlnssart weiter folgt: 

Gleiekwirkende Systeme haben in Bexug auf eine 
und dieselbe beliebige Axe einander gleiche Momente, 

Zusatz« Eine der Flächen des Paralld^ipedums, 
von welchem MN und AB zwei gegenüberliegende 
Kanten sind, ist das Parallelogramm, welches MN und 
eine von M ausgehende, der A B gleiche und parallele 
Gerade zu anstossenden Seiten hat. Der Inhalt dieses 

Parallelogramms ist =:iEfiV^.^^.sm(iIfA^"^iO* Be- 
trachten wir dasselbe als Grundfläche des Parallelepi- «. 
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pedums, so ist die Höhe des letztem gleich dem von 
einem Punkte der AB auf die Grundfläche gefällten 
Perpendikel 9 d. i. dem kürzestlen Abstände der AB 
Ton MN* Der Inhalt des Parallelepipedums MNAB^ 
oder der numerische Werth des Moments der Kraft 
AB in Bezug auf die Axe MJVj ist daher ^ wenn wir 
noch die Länge der Aze =1 setzen^ gleich dem Pro- 
duct aus der Kraft in den kürzesten Abstand ihrer 
lUchtung Ton der Axe und in den Sinus des Winkels 
dieser Richtung mit der Axe. 

Hiermit stimmt auch, wie man leicht wahrnimmt, 
die gewöhnliche Definition des Moments einer Kraft in 
Bezug auf eine Axe Tollkolnmen überein. Denn nach 
dieser Definition wird das Moment erhalten, wenn man 
die Kraft auf eine die Axe rechtwinklig schneidende 
Ebene rechtwinklig projicirt und diese Projection (= der 
Kraft^ multiplicirt mit dem Sinus des Winkels iSirer 
Richtung mit der Axe,) in den Abstand der Projection 
von der Axe (==dem kürzesten Abstände der Kraft 
von der Axe) multiplicirt. 

Uebrigens soll in dem Folgenden, so lange es nur 
auf das gegenseitige Yerhältniss der Momente, nicht 
auf ihre absoluten Werthe, ankommt^ grösserer Kürze 
willen die Pyramide ilfiVOfB selbst, nicht ihr Sechsfa- 
ches oder das Barallelepipedum, welches mit ihr, zwei 
gegenüberliegende Seiten gemein hat, als das Moment 
von ^ j^ in Bezug auf MN genommen werden« 

* 

§. 60. 

Yen einer einzigen Kraft AB ist das Moment bk 
Bezug auf die Axe üfiY, oder die Pyramide MNABy 
nur dann null, wenn MN mit ^B in einerlei Ebene 
liegt. Eben so ist von zwei Kräften AB^ CDy deren 

7 
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Riditnngen nidit zusammenf allen, die Summe der Mo- 
mente nicht für jede Axe null* Legt man z. B. die 
Aze eo, dass rie mit ABy nicht aber zugleich mit 
CDj in einer Ebene liegt, so ist nur Ton ABj aber 
udit Ten CD das Moment null, also auch nidit die 
Somme der Momente null*). 

Ist demnach ein System yon Kräften nieht im Gleich- 
gewichte, sondern gleich wirkend mit einer einfachen 
Kraft, oder mit einem Paare, oder mit zwei nicht in 
einer Ebene enthaltenen Kräften (§. 57.), so ist nach 
vorigem ^. das Moment des Systems dem Momente 
ffieser einen oder zwei resnltirenden Kräfte gleich, und 
daher nicht für jede Axe nulL Da also, je nachdem 
zwischen den Kräften eines Systems Gleichgewicht 
herrscht, oder nicht, das Moment des Systems für jede, 
oder nicht for jede Axe null ist, so gelten die Satze 
des Torigen §. auch umgekehrt, nämlich: 

Ist das Mamefit eines Systems van KrS^ien im 
Räume für jede beliebige Axe nuUj so halten siek die 
Kräfte das Gleiehgewiekt ; und wenn die Momente 
wweier Systeme för jede beliebige Axe^ at^ welche 
sie gemeinsehafüich bezogen werden, einander gleiek 
sindy so sind die Systeme gleichwirkend. 



*) Ljegem drei Kxifte nicht in einer Ebene, so schneidet nichl 
jede Axe, wdche zweien detselben begegnet, aadi die dritte. For eine 
Axe, wdcbe Mos zwei derselben trifft, ist aber das Moment aller drei 
Kräfte glddi dem Momente der nicht getroffenen dritten, also nicht 
mlL Drei Kräfte, die nicht in einer Ebene liegen, können sich feig- 
fidi nicht das Gleichgewicht halten, nnd zwei Kräfte, die nieht ia 
einer Ebene enthalten sind, können n|cht anf eine einzige Kraft rednciit 
werden« Dasselbe ist schon im f. 57« , jedoch auf eine wen^er 
CKhe Alt, bewiesen worden. 
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§. 61. 

Die BediDguDg) dass 4as Moment des Systems för 
jede Axe null ist, d. h. dass die Summe der Pyramideo» 
welche eine gemeinschaftliche Kante und die Kräfte 
selbst zu gegenfiberliegenden Kanten haben^ fiir Jede 
Lage der gemeinschaftlichen Kante sich auf Null re- 
duoirt, ist demnach bei Kräften, die auf einen firei 
beweglichen Körper wirken^ die für alle mSglioh^B 
Riebtungen der Kräfte geltende Bedingung des Gleicb- 
gewichtS) das ober9te Princip dieses Gleichgewichts« 
Aus ihm miissen sieh daher die im Früheren erhaltenen 
Bedingungen für die speciellen Fällen wenn die Keifte 
in einer und derselben Ebene liegen, oder ihre Richttio- 
gen in eine und dieselbe Gerade falfen^ rückwäJctai ab* 
leilen lassen. 

In der That. sind die Kräfte ABy CB'^\ • • in 
eiaer Ebene enthalten, so werden.die Pyramiden MNAß^ 
MNCD^ • .^ , wenn man den wiUkührlicben Punkt N 
und damit die Dreiecke NAB^ N^CDy • . • in der Ebene 
, selbst nimmt, diesen Dreiecken proportional, und es 
muss folglich beim Gleichgewichte die Summe dieser 
prpiecke null seyn. Fallen aber die Kräfte in eine 
einxigp Gerade, so sipd die Dreiecke NAB, NCD^.\ 
gleichfalls in einer £bene enthalten, und ihnen nicht 
nuir die Pyramiden ilfiVl^J?, •.., sondern auch die 
Kräfte AB^,..^ also auch die Kräfte den Pyraipideq 
proportional, daher in diesem Falle zum Gleichgewichte 
nur erfordert wird, dass die Summe der Kräfte sejUbst 
null ist. 

§•62. 

Wir wollen nunmehr die auf eben Körper wirken- 
den Kräfte, indem wir sie auf ein beliebiges Coordi- 
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liatensystem beliehen , ihrer Grösse onil Richtung nach 
dnrdi Zahlen ausgedruckt annehmen und die Relationen 
SU bestinunen suchen, die zwischen diesen Zahlen 
Ciieidigevichte statt finden müssen. 

Seyen daher, in Bezug auf ein System dreier 
unter beliebigen Winkefic^ schneidenden Coorffinatenaxen, 
YÖn einer, durdi ihre Richtung und Länge die Rich- 
tung und Intensität einer Kraft ausdrödEenden, Gera- 
iia.^B die Coor^aten ihrer Endpunicte ^ und B 
respecti? 

^y y, » nnd x + X^ y + F, x + Z. 

Hierbei sind also Xj y, -% die Coordinaten eines 
beliebigen Punktes in der Riditung der Kraft, welcher 
Pukt nadi der gewöhnlidien Art durch (jr, y, x) aus- 
gedruckt werde* 7, F, Z aber sind die Projecfionen 
der auf analoge Weise mit (X, F, ^ zu bezddinen- 
d«i Kraft AB auf £e drei CJoordinatenaxen. Duidi 
diese Pr<^ectionen, .die sidi ihrer Grosse nadi nidit 
ändern, .wenn AB paralld mit ddi fortgeführt wird, 
werden die CirSsse und £e Winkel von AB mit d«i 
Coordinatenaxen bestimmt, so* dass {mXj «iF, mZ) 
dne Kraft yorstellt, die mit der Kraft (X, F, Z) za- 
sammenfiLUt oder paralld ist und sich zu ihr, wie ae 
zu ty Ycrhält; also mit ihr im Gleidigewidite ist^ oder 
dn Paar bildet, wenn «» = ^-1 ist^ — Das Syndiol 
dner in d^ Ebene der x, y,' oder mit ihr paraDd wir- 
kodm Kraft ist (X, F, 0), m wie (0, 0, JZ) *» 
Symbol einer Kraft, deren Richtung in £e Ax0 d^ » 
fiUt, od« mit ihr paralld ist; u« s. w* 

Setzoi wir noch Ton der Axe MN^ wotdmt Ce 
Kraft AB bezogen werden soll, die Coor^aatea in 
Bndpmilcte M und JV resp. 

/, ^, il ond f+F^ g+ Gy A + ff, 
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B0 ist jetzt d«r Inhalt der doroh die Coordinaten ihrer 
Ecken gegebenen Pyramide MNA By ala das Moment 
"Hon AB fiir MN^ zu entwiekeb^. Nun könnte zwar 
der Ausdmok dieses Inhaltes^ als bekannt genug aus 
den Elementen der analytischen Geometrie , voransge* 
setzt werden« Indessen will ich eine Entwickelung dieses 
Ausdrucks hier noch mittheilen, die, analog der in §. 34. 
und §• 35. gegebenen Entwickelung fiir eine Dreicks- 
flädie, auf die Statik selbst gegrfindet ist, und die 
wegen, des einfachen Aufschlusses, den sie über die 
Bedeutung und den Zusammenhang der einzelnen Glie- 
der des Ausdrucks giebi, einiger Aufmerksamkeit nicht 
unwerth seyn därffce« 

♦• «3. 

Lohnsätze Über die Pyramide. !• Um. über 
das dem Ausdrucke ABCD einer Pyramide zukom- 
mende Zmohen zu urtheilen, hat man, der in §• 58« 
gegebenen Vorschrift geriiäss, den Kopf nach der im 
Ausdrucke zuerst gesetzten Ecke A und die Ffisse nach 
der zweiten B zu bringen, und wenn nun, £e Augen 
nach CD gewendet, die Richtung von C nach D vom 
der rechten nach der linken Hand geht, und die IKcfa- 
tnng nach links {edesmal für die positive genomnien 
wird, so hat ABCD das positive Zeichen. 

Der Ausdruck ABDC dersdben Pyramide wird 
daher negativ seyn«. 

Eben so wird auqh der Ausdruck ACBD einen 
negativen Werth haben« Denn lässt man den Kopf in 
Ay bringt aber die Fasse nach C, so leuchtet ein, dass 
dann die Richtung von B nadi H rechts gehend ^- 
sdieinen wird* 

Endlich wird audi der Ansdru«^ BACD negativ 
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sejfi. Denn bringt man seinen Körper in eine, der im 
ersten Falle statt habenden entgegengesetzte, Lage^ 
Ho dass der Kopf nach B und die Füsse nach A kon»- 
men, so wird auch die Richtung CD der dortigen tot'- 
geg^gesetzt, also nach rechts gehend, erscheinen* 

Man sieht hieraus, dass 'die drei Versetzungen 
ABDfiy ACBD^ BACDy welche sich ergeben, 
wenn man in ABCJO je zwei neben einander stehende 
Buchstaben gegenseitig vertauscht, von ABCD das 
entgegengesetzte Zeichen haben. . Da nun durch fort- 
gesetztes Vertauschen je zweier neben einander stehen- 
der Elemente nach und nach alle die 24 Permutationen, 
welche sich aus 4 Elementen bilden lassen, erhalten 
werden können, so wird man hiermit von allen durch 
diese Permutationen ausgedrückten Pyramiden die Vor- 
zeichen anzügeben im Stande scjm. Ist nämlich ^J9CJ9^ 
wie vorhin, positiv, so ist ACBD negativ, CABD 
positiv, CADB negativ, CD AB positiv, u« s. w. 

2. Habe die Pyramide ABCD gegen ein System 
dreier coordinirter Axea der x^ y^ % eine solche Lage, 
dass A in den Anfangspunkt oder den gemeinschaftli- 
ohcai Durchschnitt der Axen^ und B^ Cy D tresp. in 
die Axen der x^ y^ % fallen« Den Winkel der Axe der 
y mit der Axe der x setze man = f»^ und den Winkel 
der Axe der % mit der Ebene der x^ y, =j$* Alsdann 
ist, ohne Rücksicht auf die Zeichen, der Inhalt des 
Dreiecks ABC :=s\AB.AC.^iaay der Abstand des 
D von der Ebene dieses Dreiecks s=:AD. sinß^ und 
daher der Inhalt der Pyramide ABCD 

^ir.AB.AC.AD = n^ wo rsssinasin/^. 

Wir wollen nun für jeden der beiden Winkel a und 
i^ den Sinn der Dlrehung, wodttreh er bestimmt wird. 
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80 imiiehmen, dass jeder von ihnen kleiner als 180% 
nnd folglich r positiv wird« Indem wir ferner den Kopf 
nach A und die Füsse nach B bringen, wollen wir die- 
jenige Richtung (nach rechts , oder links) als die j^osi- 
tive setzen, welche CD hat, wenn B^ C^ D von A 
nach den positiven Seiten der Axen der x^ y, % %vl 
liegen* D^ nun alsdann jeder der drei Abschnitte AB^ 
AC^ AD positiv ist, so stimmen in diesem Falle der 
Ausdruck ABCD und sein numerischer Werthil dem 
Zeichen nach überein* Es erhellet aber durch unmit-' 
telbare Anschauung, dass jedesmal, wenn eine der 
Ecken B^ C, D von der positiven Seite der Axe, worin 
sie liegt, durch A in die negative iibertritt, der Aus- 
druck ABCD einen Zeichenwechsel erleidet; zugleich 
aber ändert damit auch der zugehörige Factor von JI 
sein Zeichen^ Mithin wird, unter den gemachten Vor- 
aussetzungen, in jedem Falle nicht allein dem absoluten 
Werthc, sondern auch dem Zeichen nach, durch das 
Product n der Inhalt der Pyramide ABCD ausgedrückt. 

3. Von zwei auf dnen Punkt O (Pig. 23.) wirken- 
den Kräften OP^ OQ ist die Resultante die Diagonale 
OS des aus den Kräften construirten Parallelogramms. 
Die Resultante von OS und einer dritten auf O gerich- 
teten Kraft ORy oder die Resultante von OP^ OQ^ 
ORy ist die Diagonale OT des aus OS und OB con- 
struirten Parallelogramms, d. i. die Diagonale des ans 
OPy OQy OB construirten Parallelepipeduiiis, voraus- 
gesetzt ^ dass die drei Kräfte nicht in einer Ebene 
liegen. So wie also zwei sich schneidende Kräfte mit 
HöUe eines Parallelogramms, so lassen sich drei auf 
einen Punkt wirkende Kräfte durch Constrfiction eines 
Parallelepipedums zusammensetzen. _^ ■ 

Verbinden wir damit den Satz (§. 59.) von der 



« 



104 Rnto TbeiL Fanftes Kapitel. 

Gleichheit der Momente bei gleichwirkenden Systemen 
von Kräften, so kommt in Bezug anf die Axe MNi 

Dies giebt mis folgendes, dem in §. 34. aufgestellten 
Satze analoge, Theorem: 

Die algebraische Summe dreier Pyramiden, welche 
eine gemeinschaftliche Kante MN haben, und deren 
gegenfiberliegende Kanten von einer gemeinschaft- 
lichen Ecke O ausgehen , ist gleich einer Pyramide, 
welche dieselbe Kante MN hat, und deren gegen- 
überliegende Kante die von der Ecke ausgehende 
Diagonale des aus erstem drei gegenüberliegenden 
Kanten construirten Parallelepipedums ist 

Auch lässt sich dieser Satz noch folgendergestalt 
ausdrücken: Legt man durch eine Ecke O einer Py- 
ramide MNOT drei nicht in einer Ebene enthaltene 
Axen und projicirt auf jede derselben eine der andern 
Ecken, T^ durch eine Gerade, welche mit der Ebene 
der beiden Axen, auf welche nicht projicirt wird, jede»» 
mal puralld ist, so ist. die Pyramide MNOT der 
Summe der drei Pyramiden gleich, die hervorgehen, 
wenn man in dem Ausdrucke der erstem für die Ecke 
T nach und nach ihre drei Projectionen (P, Qy H) 
setzt« •— Uebrigens sieht man von selbst, dass hierbei 
OPy OQy OR die Coordinaten von 7 in Bezug auf 
das durch O gelegte Axensystem sind« 

f 64. 

Aufgabe* Den Inhalt einer Pyramide MNAB 
durch die Coordinaten ihrer Ecken auszudrücken. 

Auflösung. Man lege durch üf, als den Anferngs- 
punkt des Coordinatensyatems, die Axen der x^ y, % 
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und nenne N^y N^y N^ die Projeetionen von N auf 
diese Axen duroh Linien, welche resp. mit den Ebenem 
der yxy %x, xy parallel sind; auf gleiche Art seyen 
A^y A^j A^ die Projectionen vonu^, und B^, B^^ B^ 
die Projectionen Ton B auf die Axen« Alsdann ist dem 
eben erwiesenen Satze zufolge: 

{a)...MNAB^]aN,ABJ^MNyABJ^]a]V^AB, 
und eben so 
{b)...m]V^AB:=zMN,A^B+MN^A^B^M]V^A,B. 

4 

In {b) ist aber das erste Glied rechter Hand =0^ 
weil *iV^ und A^ mit M in einer Geraden, in der Axe 
der Xy liegef, ^Das zweite Glied ist 

MN^A^B=MN^A^B^^MN^A^B^J[^MN^A^B, 
=^IUJV,A,B,y • 

weil JV^ y B^ in der Axe der x und A^ , B^ in der Axe der 
y liegen, und daher JEliVi ^2^^ sowohl^ a\&MJV\A^B^y 
xs ist Gleicherweise findet sich das dritte Glied 
in {6) 

inN^A,B^MN,A,B^, 
folglich 

MN^AB^MN^A^B^^MN^A^B^y 

und eben so 

MN^AB^mN^A^B^^MN^A^B^y 
MN^AB^MN^A^B^Jt^MN^A^B^. 

Addirt man diese drei Gleichungen, so kommt 
linker Hand: MNAB^ zufolge der Gleichung (a), und 
man erhält, wenn man in den Ausdrücken zur Rechten 
diä Buchstaben so versetzt, dass die Indices stets in 
der Ordnung 1^ S, 3 auf einander folgen^ dass also 
die drei letzten Ecken jeder Pyramide der Reihe nach 
in den Axen der or, y, « liegen, und wenn man dabei 
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die durch die VersetzuDgen nötbig werdenden Zeichen- 
wechsel nach §.63. 1. gehörig beobachtet: 

MNAB=MN,A,B,J^MB,1V,A, + MA,B,1V, 
— MN,B,A,^MA^N,B,^MB,A^N,. 

Nun wird nach §.63. 2., wenn man die Coordinaten 

von A\ MA^ = a^y ]HA^=^a^y MA^=a^^ 
von Bx MB^=b,, MB^ = b^^ MB,=6,&etit: 

MJV^A^B^=^rn^a^6^j u. s. w., folglich 

JirJVAB = irln,iaJ, — a,6,)+n,{a,d,^a,6,) 

und hiermit ist unter der Annahme, dass M der An- 
fangspunkt der Coordinaten ist, der Werth der Pyra- 
mide MJVABy durch die Coordinaten der übrigen Ecken 
ausgedrückt, gefunden. 

Ist M nicht der Anfangspunkt, so hat man nur, 
um diesen Fall auf den hier yörausgesetzten zurück- 
zufuhren, die Coordhaten jeder der übrigen Ecken um 
die auf die entsprechenden Axen sich beziehenden Coor- 
dinaten von M zu vermindern« 

§. 65. 

Nach den Bezeichnungen, welche in §. 62. für die 
Coordinaten von ilf, iV, Ay B gewählt wurden, sind, 
nach Abzug derer von Jlf , die Coordinaten 

von JV.^^.Fy Oy iSf, 

von A.^^.x-^fy y — g^ x — ä, 

von B....JC — y+X, y — g+^j « — h+Z. 

Substituirt man dieselben für n^^ n^^ i»,, ^j,*«« in 
der zuletzt erhaltenen Formel, so ergiebt sidi der sechs- 
fodie Wertti der Pyramide MNABy d* i* das Moment 
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dM^ Bttf deti Pdnkt {x^ y, %) wirkenden Kraft {Xy F, Z) 
in Besing nnf elneAxe, deren Endpunkte (/^ g^ A)nnd 
(/'+^>«^+ö^) Ä + iSf) Bind, 

wo das Zeichen r die in §. 68. 2« angegebene^ von der 
gegenseitigen Lage dcrAxen abliftngige Bedeutung hat, 
and dieser infolge bei einem rechtwinkligen Axen» 
rf Stern =1 ist 

Hieraus kann nun leicht weiter das Moment eines 
Systems von Krftften in beliebiger Anzahl gefunden 
werdenw Denn man hat nur für jede Kraft einzeln ihr 
Moment nach letzterer Formel zu entwickeln und alle 
diese Momente zu addiren. Sind daher (X, F, Z)^ 
(JT, F, 2T)y {XTy r% Z'O,... die Kräfte des System» 
und resp. (jr, y, «), (^, /, x^, W% y", «'Oj-- be- 
liebige Punkte ihrer Richtungen, so ist, wenn man cur 
Abkiirzung die Summen. 

JC -|- Jl -f- -3l -|- . • • = -« , 

yZ—asr+yZ' — x'F+... = Z>, 

%X—xZ + j^S! — x^Zr+.,. = My 

setzt) das Moment des Systems b Bezug auf ^e dnrch 
f^.. ,.H bestimmte Axe 

+ rJSlJV-fB+gA\. 

«. «6. 

Soll nun das jetzt betraohtete System von KrUften 
im, Gleiohgewiobte seyn, so muss das Moment des 
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Systems für jede Liage der Axe lUNy also unabhängig 
^^^fy gy ^9 ^9 €fj JBy nullseyn. Dies giebt folgende 
sechs nothwendige Bedingungen des Gleichgewichts: 

A = Oj B=Oy C=0, 

L = Oy -»=0, JVrrzO. 

In derThat wird, wenn man z. B« gy /i, 6r, JH=0 
setzt y also die Axe MJV in der Axe der ^ liegend und 
von einer Länge = ^annimmt, das Moment des Systems 
zxzrFLy und daher beim Gleichgewichte Z^=0. Eben 
80 ist rOM oder rHN das Moment^ des Systems, 
wenn die Axe. des Moments in die Axe der y oder der 
26 fällt und von der Länge O oder H ist; also beim 
Gleichgewwichte Jlf =0 und iV=0. Setzt man aber 
bloss hy Oy JB =0y uud lässt daher die Axe der Mo- 
mente in der Ebene der ;r, y parallel mit der Axe der 
a? liegen, so wird das Moment =rP{Zt'^gC)y folg- 
lich beim Gleichgewichte C = 0,, weil dann, wie schon 
erwiesen, Zf = ist. 

Die sechs Bedingungsgleichungen jiy By •••i\r=0 
sind aber nicht allein nothwendige sondern auch hin- 
reichend, indem wenn, sie erfüllt werden, das Moment 
für jede Lage der Axe null ist und damit Gleichge- 
wicht statt findet 

Die drei ersten dieser sechs Gleichungen drücken 
aus, dass die Summen der Projectionen der Kräfte auf 
die Axen der ^, der y und der » einzeln null sind, 
und die drei letzten bedeuten, dass das Moment des 
Systems in Bezug auf jede dieser drei Axen einzeln 
null ist« 

Zusatz. Werden die Richtungen der Kräfte eines 
Systems in die direct entgegengesetzten yerwandelt, 
so gehen die sechs von den Intensitäten und Richtungen 
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ier Kräfte aUiängigen Grdssenc A^ Bj...NtLhet in 
— "ui, — -ff, ..• — JV. 

Bezeichnen ferner bei einem zweiten anf dieselben 
Ceordinatenaxen bezogenen Systeme von Kräften, j1\ 
jy..*JV^ dieselben Functionen der Intensitäten und 
Richtungen der Kräfte, welche ^, B^ ... N rüclcsicht- 
lich des vorigen Systems waren, so sind dieselben 
Ponctionen fiir das aus beiden Systemen znsammenge* 
setzte System: >i + ^, . . . iV+ N\ 

Ist folgHoh das zweite System mit dem ersten 
gleichwirkend, so hat man, weil dann das zweite System, 
nachdem die Richtungen seiner Kräfte in die entgegen- 
gesetzten verwandelt worden, mit dem ersten verbun- 
Aeay^ im Gleichgewichte seyn muss, die sechs Glei- 
chungen: A — A'=9^ ...iV— iV' = 05 d. h. 

A = A'y B=B^ C=Cy 

sind die nothwendigen und hinreichenden Bedingungs- 
gleichungen, unter denen die zwei durch Aj •••iVund 
A^j . . . N' bestimmten Systeme von Kräften gleiche 
Wirkung haben. 

§. 67. 

Der Weg, auf welchem wir jetzt zu den Bedingun- ' 
gen fiir das Gleichgewicht zwischen Kräften im Räume 
gekommen sind, ist ganz dem analog, den wir bei einem 
Systeme von Kräften in einer Ebene befolgten. So 
wie dort die Bedingungen sich daraus ergaben, dass 
das Moment des Systems fiir jeden Punkt der Ebene, 
worauf es bezogen wurde, null seyn musste, so fanden 
rieh hier die Bedingungen, indem wir den allgemeinen 
Ansdruck dea Moments, unabhängig von den die Axe 
des Moments bestimmenden Grossen, null setzten ; und 
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eben bo, ^iq die dortige Entwickeliuig ^iob bloss ^mf 
die ZasammeDsetzuDg in einer Ebene ti^irkender Paare 
griitidele, so wurde auob biet nur die , Theorie von 
Paaren im Räume zu Hülfe genominen, so d^uui die 
eine Entwiokeiung von der andern gans unabhängig wnr. 

Indessen kann luftn auob 9 ohne zuvor die NuUiUU; 
des Moments für jede Axe bewiesen und den allgeme»- 
nen Ausdruok dieses Moments entwickelt zu babeuj^ di? 
Bedingungen des Gleiobgewiobts eines Sji^tews imB^um<9 
aus denen, welche für ein System in einer -EbeBO gel- 
ten, leicht- auf folgende Weise herleiten« 

i) Aus der Natu? d^r Projectionen folgt, dassi 
wenn man. eine Krafl P und ihre Projectionen X, Y^ 
Z auf die Axen der jr, yy x parallel inSt ihrei) Riobr 
tungen an einen Punkt O tragt, die von ausgehende 
Diagonale des Parallelepipedums, welches 2, F, Z 
zu Kanten hat, P selbst ist. Nach dem in §. 63« 3. Be- 
merkten ist aber bei dieser Lage von P, JT, F, Z 
die erstere Kraft die Resultante der drei letztem, d« h. : 
die Kraft (X, F, 2j) ist gleich und parallel der Re^ 
sultante von den in den Coordinatenaxen wirkenden 
Kräften X, y, Z. 

^) j^um Gleichgewichte eines Systems S im Räume 
wird erfordert, dass von den zwei Systemen ^F'.niid W 
(^. 57.) jedes für sich im Gleichgewichte ist. . Es besteht 
aber V aus den parallel mit ihren Richtungen durch 
einen Punkt O gelegten Kräften von iSi. . Man nehme 
nun für den Punkt O den Anfangspunkt der Ceordinalen, 
so wird die Kraft (X, F, Z) des Systems S nach ihr» 
Verlegung auf O gleichwirkend mit den Kräfteü JE^ 
F, Z in den Axen der ^r, y, %\ und dassdbe gilt auch 
von den übrigen Kräften (Xf, F', Z") ,... des Systems 
S. Das aus der Yerlegnng entstehende Sjatcon V ist 
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daher gleichwürkend mit den Kräften Xy X^y • « • in der 
Axe der ^, .dea Kräften F, y, . . . in der Axe der y 
und den Kräften Zy 2r, « • . in der Axe der %• Soll 
aber, dieses System im Gleichgewichte sejn, so nauss 
es jedes der drei Systeme Xy JTV«*«.; Y^ l^s«**} 
Zy 2^y... für sieh seyn^ und daher, wenn, wie in 
f.6S.^ JC + -X' + ...=-4, u. 8. w. gesetzt wird, jede 
der drei Summen Ay By C null seyn. Denn da zwei 
Krüfte, die nicht in einer Geraden wirken, so wie drei 
KrUfte, deren Riehtongen nicht in eine und dieselbe 
Ebene fallen, sich nicht das Gleichgewicht halten kön- 
nen, do würde, wenn von den drei Summen Ay By C 
nur zwei, oder eine, oder keine, null wären, das Sy- 
stem eine Resultante haben. 

Die erste Bedingung dei Oleichgewichu xwtMchen 
Kräften im RaumCy dass die Kräfte^ wenn 9ie parallel 
wut eiek an einen tmd denselben Punkt getragen wer^ 
deny eich das Oleichgewicht halten^ wird daher erfüllt, 
wenn: 

^ = 0, Ä = 0, C = 0, 

3) Die zweite Bedingung für das Gleichgewicht des 
Systems S ist das Gleichgewicht des Systems der Paiare 
W. Hierzu wird nach §. 54. 5* erfordert, dass, wenn 
man die Paare auf die Ebene der yxy %x und xy. pro- 
jicirt, in jeder dieser Ebenen für sich die projicir« 
ten Paare im Gleichgewichte sind. Pas zu dem Sy- 
steme W gehörige Paar, welches aus der auf den 
Punkt {Xy y, x) wirkenden Kraft (X, F, Z) des Systems 
S und der durch O gehenden Kraft (— Xy — F, — Z) 
besteht, bat aber zu seiner Projection auf die Ebene 
dn xy ein Paar, dessen Kräfte {X^ F) und {—Xy --F> 
respu auf die Punkte (^, y) und O gerichtet sind; 
und Ton diesem Paare ist das Moment = dem Mo- 
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mente der Kraft (X, F) in Bezug auf O (§. 31.)9 
sq?(^F — yX)AvLa (§. 37.). Auf gleiche Weiset rer- 
hält es sieh mit jedem der übrigen Paare des Systems 
W. Nach der in §• 65. angenommenen Bezeichnung 
ist daher das Moment aller auf die Ebene der x^ y 
projicirten Paare des Systems IV^ =iV^sina, und folg«- 
lieh Gleichgewicht zwischen ihnen, wenn iV=0 ist» 
Eben so zeigt sich, dass resp. Z^ = und Jlf = 
die Bedmgungen sind, unter denen die Projectionen 
Ton JV auf die Ebenen der y% und %t sich das Gleich- 
gewicht halten. Die Bedingungen für das Gleichgewicht 
des Systems W sind denmach: 

Ä = 0, ilf = 0, i\r=o, 

welche in Verbindung mit den drei vorigen Gleichungen 
^ssO, u. s. w. die Bedingungen für das Gleichge* 
wicht des Systems S Tollständig darstellen. 

Z n s a t z. Aus nr. 2. dieser Entwickelung schliessen 
wir noch, dass, wenn die Kräfte des Systems ursprüng- 
lich auf einen und denselben Punkt wirken, die drei 
Gleichungen : ^ = 0, J9 = 0, C= 0, die einzigen zum 
• Gleichgewichte erforderlichen Bedingungen sind, und 
dass, wenn sie nicht erfüllt werden, das System eine auf 
denselben Punkt gerichtete Resultante (^, B^ C) hat. 

§. 68. 
Setzt man in den sechs Gleichungen A^B^... JV=sO 
die Projectionen Z^ Z,». und die Coordinaten «, ^ . • 
sämmtlich =0, so werden die Gleichungen C, //, 
MzssO identisch, und man erhält rückwärts 

^ = 0, B = Oj A^=0, wie in §.38., 

als die einzigen Bedingungen des Gleichgewichts für 
den speciellen Fall, wenn die Kräfte in einer und der- 
selbe^n Ebene, in der Ebene der or, y, wirken. 
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Da {Xy F, 0), • • und (Xy y^ 0), • • die Projectio- 
nen der Kräfte (JE, Yy Z)y . • und der Punkte {xy y, %)y . . 
auf die Ebene der Xy y sind, so geben die drei Glei- 
chungen Ay By JV=sO noch zu erkennen, dass, wenn 
ein System im Räume im Gleiohgewioht ist, aneh Gleich- 
gewicht zwischen den auf die Ebene der xy projicirten 
Kräften desselben statt findet. Eben so wird durch 
die Gleichungen JSy Cy lj = das Gleichgewicht der 
Prqjectionen auf die Ebene der yxy und durch die Glei- 
diungen C, Ay 31 = das Gleichgewicht der Pro- 
jectionen auf die Ebene der xx ausgedrückt Wir fol- 
gern hieraus: 

Jst ein System von Kr&ften im Räume im G/eieA^ 
ge^eicÄtej so ist es aueh die Projection des Systems 
asff eine beliebig gelegte Ebene. Ist aber von drei 
Projectionen sines Systems im Räume auf drei sich 
nur in einem Pun/kte schneidende Ebenen jede Pro^ 
jectian für sich im Oleichgewichte y so ist es auch 
das System selbst und mithin auch die Projection 
desselben auf jede vierte Ebene. 

Vermöge der drei Gleichungen^ Ay By Cz= 0, gilt 
der erste Theil dieses Satzes auch von Prpjectionen eines 
Systems im Räume auf gerade Linien, so dassy wenn 
die Kräfte des Systems im Gleichgewichte sindy 
xwischen den auf eine beliebige Gerade projicirten 
Kräften ebenfalls Gleichgewicht herrscht. Wenn 
flber von drei Projectionen des Systems auf drei 
nicht in einer Ebene ßiegende und nicht mit einer 
jEbene parallele Gerade jede für sich im ' Gleichge- 
Ufichte isty so ist es auch die Projection auf jede 
^rte Gerade y allein deshalb hoch nicht das System 
selbst. 

8 
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§. 6fif« 
Ist ein System von Kräften im Räume nicht im 
Gleichgewichte, so lässt es eich immer auf zwei Kräfte 
zurückbringen, die im allgemeinern Falle nicht weiter zu 
vereinigen sind« Seien {X^y F^, i2/J, {X^y F^j ^2) 
diese zwei Kräfte und resp. (^r^, y^, «J, (ar^y y2> ^2) 
zwei Punkte ihrer Richtungen« Um die gleiche Wirkung 
des Systems mit diesen zwei Kräften auszudrücken, 
hat man nach §.66. Zusatz die von den Kräften des 
Systems abhängigen sechs Grössen Ay JS, . • . JV 
den eben so durch letztere zwei Kräfte bestimmten 
Grössen gleich zu setzen. Dies giebt die sechs Glei- 
chungen : 

J?=y. + ^2, M=zz,X, — a;,Z, + XiX^—a;^Z^y 
C=Z, + Z,y JV=j;,Y,-y,X,+ar,Y^--y,X,. 

Retrachtet man daher das System, und damit die sechs 
Grössen ^, By .i.JVy als gegeben, und will man die 
zwei mit ihm gleichwirkenden Kräfte finden, so hat man 
sechs Gleichungen zwischen zwölf Unbekannten: 

Man kann folglich sechsen der letztern beliebige Wer- 
the geben, hierdurch die sechs übrigen bestimmen 
und somit auf unendlich viele Arten zwei Kräfte fin- 
den, die mit dem gegebenen Systeme gleiche Wir- 
kung haben. 

Nur dürfen unter den 6 willkührlich zu nehmenden 
Grössen nicht solche seyn, zvMschen denen allein schon 
vermöge der sechs Gleichungen^ Relationen stattfinden; 
z« R. nicht X^^ und X2 zugleich, weil durch die Glei- 
chung AsssX^+X^ mit der einen dieser Grössen auch 
die andere bestimmt' ist 
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Eben so wenig können die sechs Coordinaten x^^.. 
jr2 9 . . beliebig genommen werden« Denn ans den drei 
letzten der sechs Gleichungen fliesst: 

J^2 +-%2 +^«2 =^l (y2«l -y l«2) + yi («2^I-*l'«^a) 

und hieraus mit Anwendung der drei ersten Gleichun- 
gen s 

= ^(y2«i— yi«2) + ^(«2'«^i~«i^2) 
+ C'(^^yi — ^lya) . .. . (a). 

Die sechs Coordinaton sind daher nicht Ton ein- 
ander unabhängig« Vielmehr sieht man aus letzterer ' 
Gleichung, dass, wenn die eine Ejraft {X^, Y^^ Z^) 
durch einen gegebenen Punkt (a^, ii, c^) geht, die 
andere in einer damit gegebenen, den Punkt enthal- 
tenden Ebene liegt« Setzt man nämlich in (o) die Coor- 
dinaten a^, 6iy Cg an die Stelle Ton Xi^ y^, x^y so 
ist die hervorgehende Gleichung zwischen x^y y^y x^ 
die Gleichung dieser Ebene; und da diese Gleichung^ 
wenn man auch x^^ y^y ^2 i^esp« =^19 ^19 ^1 setz^ 
identisch wird, so geht die Ebene durch den gegebenen 

Punkt, 

Ist umgekehrt die eine Kraft (^39 Fj, Z^) in 
einer gegebenen Ebene enthalten, deren Gleichung 

»2 *2 ^2 

sey, so geht die Richtung der andern Kraft (X^, F^, 
Z^) durch einen damit gegebenen, in der Ebene be- 
griffenen Punkt Denn aus der Yergleichung von [ß) 
mit (a) ergiebt sich: 

> 8* 
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Lx.+My^ + A^«i = ^2 i^+^yi —Bx^). 
Hiermit erhalten x^y y^y z^ bestimmte Werthe, 
nnd diese sind die Coordinaten des Punktes^ dorch 
welchen die Kraft {X^ , Y^y Z^) %n legen ist. Sub- 
stituirt man endlich die ans den drei letztem Glei- 
chungen fiiessenden Werthe von 029 b^y Cj.in {ß) nnd 
setzt x^y y^y x^ resp. = j:^, y^, z^y so wird (/?) iden- 
tisch; mithin ist der Punkt (^1, y^y x^) gleichfalls in 
der Ebene iß) enthalten. 

In dieser Beziehung entspricht daher jedem Punkte 
äine durch ihn gehende Ebene und jeder Ebene ein in 
ihr liegender Punkt. Ist demnach von zwei Kräften, 
welche mit dem Systeme gleich wirkend sind, die Rich- 
tung der einen gegeben, so hat damit auch die Rich- 
tung der andern eine bestimmte Lage. Denn sie ist 
die Durchschnittslinie zweier Ebenen, die irgend zweien 
Punkten der erstern Richtung entsprechen, oder auch 
die Linie durdi zwei Punkte, welche irgend zweien in 
der erstem Riditung «ich schneidenden Ebenen entspre- 
chen. So wie daher jedem Punkt eine Ebene und jeder 
Ebene ein Punkt entspricht, so hat auch jede Gerade 
eine andere ihr entsprechende Gerade. — Weiter unten 
werden wir auf diesen Gegenstand zurfickkonunen. 

§. 70. 

Die zwei Kräfte, worauf sich ein mcht im Gleich- 
gewichte befindliches System mittelst der sechs Glei- 
chungen in §• 69. immer reduciren lässt, sind im All- 
gemeinen nicht in einer Ebene enthalten. Um daher 
noch zu untersuchen, unter welohen Bedingungen die 
zwei Kräfte in einer und derselben Ebene liegen^ er- 
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wäge man ^ dass sie dann im Allgemeinen sieh auf eine 
einzige Kraft reduciren, im speoielleren Falle aber ein 
Paar bilden. Da nun jede mit {Xi , F^ , Z J ein Paar 
bildende Kraft den Ausdruck (— X/, — F^, — Z^) hat, 
80 vfird das System mit emem Paare gleiche Wirkung 
haben, wenn X^ +X2 =0, Y, + F^ =0, Z, +Z^ =0, 
also wenn (§.69.) 

ist 9 — was auch schon daraus erhellet, dass alsdann 
von den zwei Systemen V und ff^^ welche in §. 57. 
finr das System jS substituirt wurden, das System f^im 
Gleichgewichte seyn muss. (Yergl. §. 67. 2.). 

Die Werthe von £, üf, JV in §• 69. werden damit, 
wenn man der Kürze willen 

• ^i— ^2=S> yi--ya='^> «4— «a, = ?8etzt: , 

L=fjZ,-^T,^ M^KX.^IZ,, N^lT,-7iXr, 

und hieraus lassen sich die Ebene und das Moment 
des resultirenden Paares bestimmen. Denn zuerst 
hat man: 

welches, wenn |, 17, ^ selbst zu Coordinaten genommen 
werden, die Gleichung fiur eine dureh d^n Anfangspunkt 
der Coordinaten gelegte, mit der Ebene, des Paarcjs 
parallele Ebene ist Sodann findet sich 

«(JC:+F:+Z:)(S«+i;^+C^)-(-r,g+F.i7+Z,ö». 

Lädst man daher das Coordinatensystem ein recht- 
winkliges seyn und bestimmt von den. zwei Punkten 

(^19 yi> ^1) ^^d (^2 9 y3 9 ^2) ii^ ^^^ Richtungen der 
Kräfte des Paares den wien so, dass die Gurade, 
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velohe ikn mit dem andern verbindet, die RichtoDgen 
rechtwinklig schneidet , so ist 

•(5« +rj^ + ?*) = der Breite, und 
y {Xl+ Yl+Zl) = jeder der zwei Kräfte des Paares ;^ 
folglich ^(L^ +Jll^ +JV^)=s dem Momente desselben. 

Diess fliesst auch sogleich daraus, dass Z/, üf, JV 
die Momente der auf die drei Coordinatenebenen pro« 
jicirten Kräfte des Systems in Bezug auf den Anfangs- 
punkt der Coordinaten (§.67.3.)} also auch die Momente 
des auf dieselben drei Ebenen projicirten Paares sind, 
auf welches sich jetzt das System zurückfuhren lassen 
soll 5 und dass, wenn man eine begrenzte Ebene auf 
drei sich rechtwinklig schneidende Ebenen projicirt, die 
Summe der Quadrate der Projectionen dem Quadrate 
der begrenzten Ebene selbst gleich ist* 

§. 71. 

Wenn die zwei Kräfte, welche mit einem gegebe- 
nen Systeme gleichwirkend sind, in einer Ebene liegen 
und sich darin, wie es im Allgemeinen der Fall is^ 
auf eine einzige Kraft reduciren lassen, so kann man 
4ie Kraft (X|, Y^ Z^) für diese eine nehmen und 
die andere {X2 , • •) null setzen. Hiermit werden JS^f 
F2, Z2 einzeln ssO, und die sechs Gleichungen in 
§•69* gehen aber in; , 

ji=Xiy BsSsYiy CsSsZi^ 

L =yi Zj ~ »1 Tj , Jlf = «4 X^ — jTi Zi , 
Eliminirt man hinaus X^^ F|, Z^, so kommt: 
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I 

und^ wena man hoch a^u y^ «i wegschafft: 

{ji).....jiL + Bm+CJV=Oy 

eine Gleichung zwischen jiy Zf, , . iV allein, also die 
Bedingnngsgleichung, bei welcher das System auf eine 
einzige Kraft reducirbar ist. Diese Kraft selbst ist 
(Aj Bj C) und die drei Gleichungen (a), von denen, 
vermöge der Relation (^, eine jede aus den zwei übri- 
gen fliesst, sind die Gleichungen für die Richtung der 
Kraft. Finden sich daher X=0^'ilf=0, iV^=0, so 
hat das System eine durch den An&ngspunl^t derCoor-- 
dinaten gehende Resultante, nnd umgel^ehrt. 

Da übrigens die Gleichung {A) auch dann erfüllt 
wird, wenn A^ By C=0 sind^ d. i. weiin das System 
mit einem Paare gleiche Wirkung ha^ so erhellet, dass 
diese Gleichung überhaupt die Bedingung ausdrückt, 
bei welcher die zwei Kräfte (X^^ Fi, Z^ und (A'2) 
F2, Z^ in einer Ebene liegen, und dass, wenn das 
System eine einfache Kraft zur Resultante haben soll, 
zu der positiven durch (JF) ausgedrückten Bedingung 
noch die negative hinzugesetzt werden muss, dass nicht 
jedp der drei Grossen A^ i?, C null seyn darf«^ 

§. 72. 

Zusätze, a. Zu der Gleichung {J^ kann man 
noch auf verschiedenen andern Wegen gelangen; am 
einfachsten wohl folgendergestalt. Man verwandle, wie 
in f. 57., das System S in zwei andere V und üT, 
von denen V aus den auf den Anfangspunkt der Coor- 
dinaten parallel mit sich verlegten Kräften von S be- 
steht, J^ aher die Kräfte von S selbst und die direct 
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entgegengesetzten ton V enthält. Die Resnltante von 
V ist nun eine durch den Anfangspunkt gehende Kraft 
v^ deren Ausdruck [A^ By C)^ und es verhält sich 
daher fiir jeden Pnnkt {Xy y, %) ihrer Richtung: 

{v) ..... jciyix^ssiAi Bi C. 

Die Resultante von W ist ein Paar w^ dessen Pro- 
jectionen auf die Coordinatenebenen, ^=£1^ JUy ^sind. 
Die Ebene dieses Paares hat folglich , wenn sie durch 
den Anfangspunkt gelegt wird, die Cileichüng (§.70.) 

{fü) Lx + My + iV« = 0. 

Soll nun das System 8 sich auf eine einfache Kraft 
reduciren^ so muss, wenn W nicht schon für sich im 
Gleichgewichte, und daher//, Jlf, iV==Osind, die Rich- 
tung von f/ in die Ebene Ton w fallen. Alsdann aber 
müssen die den ^, y, % proportionalen Werthe aus 
{v) in ifo) substituirt, dieser Gleichung Genüge leisten, 
und es muss daher seyn: AL-^ BM+CN^=^Oy wie 
vorhin. 

b. Noch eine andere Herleitung dieser Gleichung 
ist folgende. Sollen die zwei Kräfte (X^, F^, Z^) 
und (^2 9 1^2 9 ^2)9 worauf sich ein System im Räume 
immer reduciren lässt, in einer Ebene enthidten seyn, 
so müssen die vier Punkte (^r^, y^, x^)^ {x^ +-3^i9 
yi + I^i9 «i + -Zr,), {x^y..)y (or^ + X,, ..) in einer 
Ebene liegen (§.62.), oder mit andern Worten: esmusa 
V der Inhalt der Pyramide, welche diese vier Punkte zu 
Ecken hat, sa^O seyn« Dieser Inhalt findet sich so- 
gleich, wenn man in der Formel des §.65. x^^y^y %^x 
^25 5^2 9/2^2 fur^y, hy Fy Oy Hy uttd jri,..X|,.. 
4f,« • ir, .« schreibt mid ist daher: 
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« ir{X, (y, Z, - X, r,) + JC, (y, Z, - «. F,) 

+ r, («» ^, - *» -z.) + y« («. ^. - *i ^i) 

Es fliesst aber aas den drd letzten der sechs Glei- 
dmngen in §. 69. : 

jr,/i+r,üf+z,iv=2r,(y.z.-«.r,)+... 

Hiermit vird der Inhalt der Pyramide 

infolge der drei ersten jener sechs Gleichungen« Soll 
daher diese Pyramide verschwinden, und damit das 
System auf zwei in einer Ehene liegende Kräfte reducirf 
werden können, so muss AJL^. • =0 seyn* 

c. Merkwürdiger Weise giebt also der Ausdruck 
ir{jiL + ..)j — oder i{jiIj + BM+CJV) selbst, 
wenn das Coordinatensystem ein rechtwinkliges ist, — 
im Allgemeinen den Inhalt der Pyramide an, welche 
durch die zwei resultirenden Kräfte (X^ , • •) und (X^ , • •) 
bestimmt wird; und wir ziehen hieraus den Schluss: 

Wie auch ein System von Kräften im Haume 
Offf xtaei Kräfte redticirt werden magy so ist doch 
immer die Pyramide^ welche diese xwei Kräfte xu 
gegenüberliegenden Kanten haty von demsMen Inhalte* 

Sehr einfach lässt sidi dieser Sats aadi folgender- 
gestalt beweisen. — - S^ das System das eine Mal 
anf die xwei Kräfte PQ^ RS^ und das andere Mal auf 
die xwei Kräfte P^^y KS^ reducirt worden, so sind 
erstere Kräfte gleichwirkend mit letztem, und es ist 
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daher in Bezug auf die willkührlioh zu nehmende Axe 
MJV {§. S9.y. 

JUNFQ + MJVMS = MNPQ! + NNRS^. 

Man lasse nun die willkührlichen zwei Punkte M^ 
N resp. mit P, Q, zusammenfallen, so wird die Pyra- 
mide MNPQ^=^^^ und man erhält: 

PQRS^PQP'ft + PaiVS^, 

Eben so ergiebt sich, wenn man MN nach und 
nach mit 72 jS, P'Q! ^ RS' zusammenfallen lässt: 

RSPa = RSPQ: + MS/tSTj 
P'Q'PQ + P'(tItS = P'Q^RS% 
RSrPQ + RSTJIS ^RS^Rft. 

Addirt man diese vier Gleichungen, und bemerkt, 
dass PQRS = RSPQy u.s.w. (§.63. 1.), so kommt: 

2PQRS=2P4tRS', mAAaantPQRS^P'Q'RSrj 

wie zu erweisen war*). 

Vom Gleichgewichte zwischen parallelen 

Kräften^im Räume« 

§.73. 

Wir wollen noch die jetzt vorgetragene allgemeine 
Theorie des^ Gleichgewichts auf den hesondern Fall 
anwenden, wenn sämmtliche Kräfte des Systems mit 



*) Der Entdecker dieses merkwürdigen Theorems ist H« Chas- 
les, (siebe Gergpnne Annales Tom.XVIII. nr. 12.). Anf die letztere 
Art habe ich es in Crelle*s Journal far die reine und angeW. Ma- 
tbem. IV. Band, pag. 179. dargethan nnd daselbst durch ganz ähnlicbo 
Betrachtungen folgenden viel allgemeineren Satz hergeleitet: 

Hai num eine ht^hige JnzaM, «safii von Kräften ^ weHche auf 
einen freien festen Körper wirken ^ und sind diese Kräfte im Gldchge- 
fMcAfs, oder lASfe» 4ie Mi auf eine CMtsajfi^ Kraifi rerfuctren» 9s iai die 
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einer nnd derselben Geraden parallel sind. Denkt man 
sich die Kräfte eines solchen Systems nach und nach 
zu zweien mit einander verbunden, so übersieht man 
sch^n im Voraus, dass, da die Resultante zweier par- 
allelen Kräfte, die kein Paar ausmachen^ eine mit 
ihnen parallele Kraft ist (§«26.), ein solches System 
im Allgemeinen eine mit jener Geraden parallele ein^ 
fache Resultante hat, oder sich auf ein Paar reducirf^ 
dessen Ebene mit jener Geraden parallel läuft, oder 
endlich im Gleichgewichte ist Die Rechnung hierzu ist 
folgende. 

Sei p ein Abschnitt einer mit den Kräften des Sy- 
stems parallelen Linie, und von p die Projectionen auf 
die drei Coordinatenaxen z=za.py b.p^ c^p^ wo a, ^, o 
aus den Winkeln, welche die drei Coordinatenaxen und 
p mit einander bilden, bestimmbare Zahlen sind« Als- 
dann ist, wenn wir die Kräfte (X, T, Z), (X, r, Z'), 
u. s. w. einfach init jP, iP, . • . bezeichnen : 

X=aPy Y^bPy Z=cP, 
S^^aP", r:==,6P'y 2r=c/^, 

u. 8. w.; und es werden mit Anwendung des Summa- 
tionszeichens 2 die sechs den Zustand des Systems 
bestimmenden Grössen (§• 65.) : 

A = a2P, B^62Py C=:o2Pj 
L = cSyP—62%P, ]lt = aS»P—eSsP 

JV^iSsP'-'aSyP. 



älgehraische Summe itt \^ (f>— 1) <ire<Mi%eii F^ftmMm^ wkih$ het» 
vorgehen^ indem man die Eräfte durch Linien mudrückif und je xwei 
derselben zu gegenüberliegenden Seiten einer Pyramide twmtiit, «>eO. Im 
allgemeinen Falle aber^ wo die nKräfle sich nkihi auf eine^ jedoch im-' 
wer auf zwei Kräfte xwrüdeßhren lassen, ist jene Summe vtn Pyramiden 
der aus den zwei ruuMrendm Eräpin gMdOen Byramid^ seUtBtfßeidL 
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Hieraus folgt so^eioh : AL + BM + CiV= ; 
didier sioh ein System paralleler Kräfte, — uberein- 
'stimmend mit dem gleiok Eingangs Bemerkten, — im- 
mer auf zwei in derselben Ebene enthaltene Kräfte, 
folglich im Allgemeinen auf eine einfache Kraft redu- 
oiren lassen muss. Diese Kraft ist (a^jP, b^P^ ^^P)^ 
also eine mit den Kräften des Systems parallele Kraft, 
P^:=s2P^ die der algebraischen Summe der letzt ern 
gleich ist. Die Gleichung für die Projection dieser 
Resultante auf die Ebene der y% (§. 71. («•)) i^* 

cSyP'—6SxP={ey, ^b»,)2P, 
oder, wenn wir 

2xP ^ 2yP 2xP ^ ^ 

-^p- = §, -Ypzssfjy -^-pr==5 setzen: 

und eben so sind 

a(C— »J = e(£— ;r,) und 6 (S— ^i) = a(^— yi) 

die Gleichungen der Projectioneii der Resultante auf 
die Ebenen der x:c und ^y« 

Ist die Summe der Kräfte jP, jP, • • . = 0, so sind 
es auch Jf, Bj Cy nmd das System reducirt sidi im 
Allgemeinen auf ein Paar, dessen Ebene, wenn sie durch 
den Anfangspunkt der Coordinaten gelegt wird, die 
Gleichung (§. 70.) Lx + My + JVx = 

{6x—cy)2xP+{ca:^a») SyP+{i^—6a;)SxP=0 

hat, und daher mit den Richtungen der Kräfte parallel 
liegt Das Moment des Paares isl^ unter Annahme recht« 
^innkliger Coordinaten, z=y{L^+3i^+JV^) = 

Vl{2a^Pr+{SyPr+..-^iaSxP+l^yP+..yh 
indem bei einem rechtwinkligen Ooordinatensysteme, 
a'^A'-fc^ssl kt 
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Wenn endlich nicht nur SPz=:Oy nnd damit jiy 
B^ C = Oy sondern auch X, M^ JVsszO sind^ alsosidi 

2a;P: SyFtSxP= azbxe 

▼erhalten, so herrscht Gleichgewicht. Da diese Dop- 
pelproportion die Stelle zweier GleichVingen vertritt, so 
sind zum Gleichgewichte eines Systems paralleler Kräfte 
drei Bedingungsgleichungen nothwendig und hinreichend. 

Zusatz. Yiel einfacher wird diese ganze Reob* 
Hung, wenn man das Coordinatensystem so legt, dass 
die eme Axe, z. B. die der %y mit den Kräften paralld 
wird. Hiermit werden a^x^y 4 = 0, o = l, und die 
Bedingungen des Gleichgewichts reduoiren sich auf: 

2P= 0, 2xP= 0, 2yP=: 0. 

Wird hloss die erste dieser Gleichungen erfüllt^ so 
ist das -System der Kräfte gleichwiricend mit eineni^ 
Paare, dessen Ebene die Gleichung 

x2yP^y2a?P=szQ 

zukommt, und dessen Moment bei rechtwinkligen Coor- 
dinaten 

Ist SP nicht =0, so haben die Kräfte eine mit 
. der Axe der x parallele Resultante = SP^ welche die 
Ebene der xy m einem Punkte aöhneidet, dessen 
Coordinaten =s=S und 17 sind. 
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Sechstes Kapitel. 

Weitere Äusfuhrmig der Theorie der Momente. 

f 74. 

Ist ein System von Kräften im Räume nicht im 
GleiohgewieHte, so ist sein Moment, oder das Moment 
der zwei Kräfte, auf welche sich das System immer 
reduciren lägst, von eineir Axe zur andern im Allge- 
meinen veränderlich. Pie sehr merkwürdigen Gesetze, 
nach denen diese Aendenmgen sich richten, sollen den 
Gegenstand unserer nächsten Untersuchungen ausmachen. 

Die höchst einfachen Beziehungen, welche hei einem 
in einer Ebene enthaltenen und ^uf eine einzige Kraft 
reducirbaren Systeme zwischen den Momenten desselben 
oder seiner Resultante für verschiedene Punkte der 
Ebene statt finden, haben wir in §.30. und §.48. ken- 
nen gelernt. Die jetzt anzustellenden Untersuchungen 
werden daher den dortigen zwar verwandt, aber in dem 
Grade zusammengesetzter seyn, als es überhaupt jede 
geometrische Untersuchung wird, sobald man itie ans 
dem Gebiete von zwei Dimensionen in das von drei 
Dimensionen überträgt. 

rtelationen zwischen Momenten, 
deren Axen sich in einem Punkte schneiden. 

§. 75. 

Alle zu einem Systeme im Räume gehörigen Kräfte 
kann man auf eine einfache, durch einen beliebig ge- 
wählten Punkt M (Fig. 24.) gehende Kraft v und ein 
Paar w^ dessen Kräfte PQ und P' Q^ seyen, zurück- 
fiihren (§.57.). Die Ebene des Paares und die eine 
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Kraft P^a desselben 9 nehme man gleichfalls duroh 
M gehend an, was nach §.$0. Folger. immer mdglich 
ist Alsdann ist in Bezug auf eine durch M gelegte 
Axe MN das Moment von v sowohl, als von P'Ü^y 
null 5 und daher in Bezug auf dieselbe Axe das Moment 
des Systems == dem Momente von v und w (§• SQ.)» 
==» dem Momente von PQ^ = dem Sechsfachen der 
Pyramide MNPQ, 

= 2JUPQ.MJV.sln{MPQ^JIlJV). 

Wenn daher, wie in diesem Kapitel immer gesche- 
hen soll, alle Axen, worauf ein System bezogen wird, 
>voa gleicher Länge angenommen werden, so hat 
man folgenden Satz: 

Pur jeden Punkt M gieit es eine durch ihn ge^ 
Jkende Ebene MPQ von der Beschaffenheit^ dassdae 
Moment des Systems für jede Jen Punkt M, treffende 
Axe dem Sinus des von der Axe mit dieser Ebene 
gebadeten Winkels proportional, ist. 

§. 76. 

Um uns die Yerhältnisse, die hiernach zwischen den 
Momenten für die duroh M gehenden Axen statt finden, 
^ anschaulicher zu machen, wollen wir von ilf aus auf die 
einzelnen Axen, wie MS und JUN^ Abschnitte, Ms 
imd Mn^ tragen, die den Momenten, welche den Axen 
zukommen, proportional sind. Ist daher MS auf der 
Ebene MPQ normal, so verhält sich 

Ms : Mn =r i : cos SMJV^ 

felglich ist Mns ein rechter Winkel, d. h. der Punkt 
n liegt in einer um Ms als Durohmesser heschriebenen 
ond daher die Ebene MPQ in M berührenden Kugel- 
fl&ohe; oder mit andern Worten: das Moment jeder duroh 
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üf gehenden Axe ist dem von dieser Kugelfläqhe ab« 
geschnittenen Theile Mn der Axe proportionaL 

So wie nun unter allen durch JU gehenden Sehnen 
der Kugel die auf der Berührungsehene in M normal 
stehende Sehne ^ als Durchmesser , die grösste ist, und 
alle von M ausgehende, mit ihr gleiche Winkel bil- 
dende Sehnen einander gleich sind, so hat auch unter 
allen durch M gelegten Axen die auf der Ebene MPQ 
normale Axe das gr$9ste Moment, und allen Axen, 
die gegen sie unter gleichen Winkeln geneigt sind, 
kommen Momente von gleicher Grösse zu. So wie 
femer die Sehnen, wenn sie in die Berfihrungsebene 
selbst zu liegen kommen, in Null übergehen, so ist 
auch von jeder in dieser Ebene enthaltenen und durch 
M gehenden Axe das Moment = 0. Sind endlich MJV 
und MO zwei von M nach gerade entgegengesetzten 
Richtungen ausgehende Axen, und schneidet die Gerade, 
in welcher sie beide liegen, die Kugelfläche in m, do 
wird das Moment einer jeden von ihnen zwar durch 
dieselbe Gerade Mn ausgedrückt. Da aber n mit JV 
auf einerlei und mit O auf entgegengesetzte Seiten von 
M fällt, sp stellt Mn für die eine Axe ein positives 
und für die andere ein eben so grosses negatives^ Mo- 
ment vor. 

Man lege durch Jlf eine beliebige Ebene; sie schnei- 
det die Kugelfiäche in einem Kreise , von welchem der 
Durchschnitt der Ebene mit der die Ku^el in M he« 
rührenden Ebene eine Tangente ist. Ton den Sehnen 
dieses Kreises gilt offenbar dasselbe^ was' so eben von 
den Sehnen der Kugel bemerkt worden. So wie d^0r 
durch jeden Punkt im Räume eine Kugel, so lässt sich 
durch jeden Punkt einer Ebene in ihr ein Kreis be- 
schreiben, wddier die Eigenschafit besitzt, dass das 
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Moment jeder dureh den Punkt gehenden und in der 
Ebene enthaltenen Axe der Sehne proportional iet, 
welohe der Kreis Ton der Axo absobneidet Unter allen 
dieeen Axen hat daher die den Ejreis berährende ein 
Moment 3=;0^ die darauf normale Axe das grösste 
Moment, u. s. w. 

Da übrigens das Seohsfaohe der Pyramide MNPQ 
zunäohst das Moment der Kraft PQ ausdräekt, so gilt 
das bisher von den Momenten eines ganten Systems 
Cresagte auch von den Momenten einer einzelnen Kraft 
PQ^ d. h. die Momente der Kraft PQ in Bezug auf 
Axen, die dtireh M geben, sind den TheiFen dieser 
Axen, tFt^iche in eine die Ebene MPQ in M berüh- 
rende Kugel ftdlen, proportionaL 

§.77. 

Unter allen Momenten, welche einem System in 
Bezug auf die duroh M gehenden Axen zukommen, ist 
daa; j^osste =s 2MN. MPQ. Die Riohtung seiner Axe 
und seine Grösse in Vergleich zu den Momenten für die 
übrigen in Jtt sioh schneidenden Axen stellt der von JH 
ausgehende, auf ßtPQ normale, Durchmesser der Ku- 
gel vor. Will man daher in Bezug ioiuf durch ]U ge- 
legte Axen die Momente nicht bloss von einem, sondern 
von mehreren Systemen, oder auch von mehreren ein- 
zelnen Gräften, mit einander vergleichen^ so hat ttktla 
durch JU eben do viele KugelflEchen zu beschreiben, 
deren von JU ausgehende Durohmesser auf dien. Di^i- 
•eeken MPQ^ welche den emzelnen Systemen 'oder 
Kräften angehören, rechtwinklig stehen und den Flädien 
dieser Dreiecke proportional sind. Ein solcher 'Durch- 
messer, welcher, in der Axe des grössten^ Moments 
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liegend^ diesem Momente proportional ist, werde die 
Linie des grössten Moments genannt. 

Von einer einzelnen Kraft PQ ist daher , rüok- 
siohtlioh des Punktes My die Linie des grössten Moments 
ein in ilf auf der Ebene MPQ errichtetes nnd diesem 
Dreiecke proportionales Perpendikel. 

f 78. 

Bei der Rednction eines Systems von Kräften AB^ 
CD^ • . . auf eine einfache durch M gehende Kraft v 
und auf ein Paar jPQ, P'^ (§-75.) entsteht letzteres 
durch Znsammensetzung Ton Paaren, welche in den 
Ebenen MABy MCD^ . • . liegen, und deren Momente 
den Doppelten dieser Dreiecke gleich sind (§• 58.). 
Diese Zusammensetzung kann aber nach §• 53. dadurch 
bewerkstelligt werden, dass man auf den Ebenen MABj 
MCDy ... isL M Normalen errichtet, ihre Längen die- 
sen Dreiecken proportional macht, nnd von diesen Li- 
nien» als Kräfte betrachtet, die Resultante bestimmt. 
Denn diese ist auf der Ebene des gesuchten resultiren- 
den Paares PQ^ P'Q! rechtwinklig und, wenn P^Q! 
durch 3t gelegt wird, dem Dreiecke MPQ proportionaL 

Nach 4er im vorigen §• gegebenen Erklärung werden 
aber durch diese Normalen zugleich die Linien der 
grössten Momente der einzelnen Kräfte und des von 
ihnen gebildeten Systems rücksichtlich des Punktes Üf 
dargestellt, und wir schliessen daher: 

Die in Bexug auf einen gewissen Punkt statt 

findende Ldnie des grössten Moments für ein System 

von Kräften ist die Besultante der durch ^hnselben 

Punkt gehenden Linien der grössten Momente für 

die einzelnen Kräfte des Systems. 
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f 79. 

Aus dem eben ent wickelten Satze lässt sich eine 
nicht uninteressante geometrische Folgerung ziehen. 
Seyen in Bezug auf den Punkt M die Linien Msy 
üf /, ... die Linien der grössten Momente f&r die Kräfte 
ABj CDj . . • ; Mm^ die Linie des grössten Moments 
für das System dieser Kräfte. Man beschreibe um 
Jf#, M^^ . . . und Jtls^ j als Durchmesser, Kugehi und 
lege durch Jlf eine beliebige Axe MJV^ welche die 
Oberflächen dieser Kugeln, ausser in Jlf, resp. noch 
in Hj n\... und n^ schneide, so sind die Abschnitte 
Muj Mn\... und Mn^ die der Axe ilfiV zugehörigen 
Momente der einzelnen Kräfte AB^ CD,... und des 
von ihnen gebildeten Systems 3 folglich Mn + Mn'+... 
sssMfiij welches uns folgenden Satz giebt: 

Beschreibt man durch einen Punkt M mehrere 
Kugelflächen, legt durch JU beliebig eine Gerade 
und bestimmt auf ihr Ton JH aus einen Abschnitt, 
welcher, der algebrusohen Summe der Sehnen gleich 
ist, die von den |Kugelflächen in der Geraden ab- 
geschnitten werden, so ist dieser Abschnitt die Sehne 
einer neuen durch M gehenden Kugel, deren durch 
M gelegter Durchmesser, statisch ausgedrückt, die 
Resultante der durch M gelegten Durchmesser der 
erstem Kugeln ist. 

Auf dieselbe Art, wie die Wirkungen mehrerer 
sich in einem Punkte sctineidender Kräfte auf die Wir- 
kung einer einzigen, denselben Punkt treffenden Kraft 
reducirt werden können, lassen sich daher auch meh- 
rere sich in einem Punkte schneidende Kugelflächen 
zu einer einzigen zusammensetzen, und eben so wird 
man auch mehrere in einer Ebene enthaltene und durch 

9* 
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deaselben Punkt gehende Kreiae zu einem nenen Kreise 
vereinlgeu können. 

Sind demnach DAy />£ (Fig. 35.) zwei anliegende 
Seifen und DC die Diagonale eines ParaUelogramuiB, 
und beaobreibt man um dleae drei Linien, als Dnrdi- 
messer, Kreise, so ist der dritte Kreifl, als dorchZo- 
sammeoBetzung der zwei ersteni entstanden] zn betrach- 
ten) indem, wenn eine beliebige darch D gezogene 
Gerade die drei Kreise resp. in n, £, e schneidet, die 
Sehne De des dritten ans den ^ehnen Da und Db 
der beiden ersten zusammengesetzt ist. 

' Um dieses unmittelbar zu beweisen, erwäge man, 
dass Doji, D6B, DeC, als in Halbkreisen gelegen, 
rechte Winkel, und daher Da^ D6y De die reohtwink- 
ligen Projectionen von DA^ DB, DC anf eine and 
dieselbe Gerade sind. Es ist aber immer die Projeotion 
von DC gleich der Snmme der Projectionen ron DA 
and AC^ and die Projeotion von AC gleich der. Pro- 
jection ron Dß^ als von einer der AC gleichen and 
parallelen Linie; folglich Dc = Da + D6. 

i. 80. 
' Diese aus statischen Betrachtungen hervorgegan- 
gene, jetzt aber rein geometrisch dargestellte and er- 
wiesene Zasainmensetzung von Kreisen kann nun hin- 
wiederum znm Vortheir der Statik verwendet werden, 
indem räch daranf ein neuer Beweis für das Par- 
allelogramm der Kräfte gründen lässt, rät Beweis, 
der sieh von den meisten übrigen dadaroh nntertdieidflt^ 
dass füch bei ihm die Richtung a nd Gr^ se der Reaol- 
tante zugleich ergeben, ''i^^ — ~~~-^ "-~4u»Ba 
nSthigen BetrachtDogen X \ /^,^.js. 
1) Sehneidet ei>-^^^-^^ \,, Ge 
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drei Ejreise in a^ 6^ Cy und eine zweite Gerade durch 
D in a^, 6% c\ so sind die drei Bögen au\ bb\ ctt 
einander ähnlich, indem jeder Ton ihnen die Hälfte 
des von den beiden Geraden gebildeten Winkels misst. 
Und umgekehrt: schneidet man Ton drei, mit D in 
wmx Geraden liegenden, Punkten a, b^ c der drei 
Kreise auf den Kreisen nach einerlei Seite hin drei 
emander ähnliche Bögen a^f^ bb\ cc* ab, so sind auch 
äy Vy e' mit ß in einer Geraden. 

2) Werde nun jeder der drei Kreise, die ich nach 
den Endpunkten ihrer Durchmesser kurz mit Ay By C 
bezeichnen will, in eine und dieselbe Anzahl gleicher 
Theile getheilt, und dieses so, dass ein gewisser Thei- 
lungspunkt des Kreisi^s Ay einer des B^ einer des C 
und D selbst in einer Geraden liegen. Alsdann wer- 
den, dem eben Bemerkten zufolge, wenn man Ton diesen 
drei Punkten in ihren resp. Kreisen nach einerlei Seite 
zu weiter fortzählt, je drei gleichvielte Theilpunkte 
mit D wiederum in einer Geraden seyn. 

3) Werde noch bei dieser Bintheilung festgesetzt, 
dass der den Kreisen gemeinschaftliche Punkt D in 
jedem von ihnen ein Theilpunkt sej. Da nun, wenn 
a, by c irgend drei zusammengehörige Tlieilpunkte, d. fa. 
drei solche sind, die mit D in einer Geraden liegen, 
man Da + Db = De hat, so muss, wenn a\nD fällt, 
also die Gerade den Kreis A ia D berührt, Db:=:De 
seyn, also b mit c zusammenfallen $ d. h. die durch D 
an den Kreis A gelegte Tangente geht durch den ge- 
genseitigen Durchschnitt E der Kreise B und €• Ist 
daher, wie verlangt wird, D ein Theilpunkt .im Kreise 
Ay 80 ist auch E ein Theilpunkt in den Kreisen B 
und C. Damit folglich, der Forderung gemäss^ D auch 
in jed^m der zwei letztern Kreise ein Theilpunkt seyn ^ 
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könne, ist es hinrachend und notfawendig, dass von dm 
Bögen derselben DFE und DGE ein jeder zu seinem 
ganien Kreise in einem rationalen Yerhältmsse stehe. 

Wea aber BEB nnd BECy als Winkel in Halb- 
krdsen, reehte ^^^nkel sind, nnd daher Ej Bj C 
in «ner Geraden liegen, so misst der Bogen DHE 
den Winkel 2.DBE^2.ADB^ und d» Bogen 
DOE AeikWmkt\2.DCEz=z2.ADC^). Mithinist 
es nur nöthig, dass in dem Parallelogramm DACB 
jeder der beiden ^^^nkel, weldie die Diagmiale DC 
mit den Seiten macht, su 960° rational ist. SetEanwir 
daher 960° in m glriche Thdle gedirilt, von denen p 
Theile auf den ^^^nkel ADC^ nnd f auf CDB gdien, 
aa kommen, wenn anch die Peripherie jedes der drei 
Kreise in m gleiche Theile gedieilt wird, auf den Bogen 
DFE 20»+ f) und auf DOE 2p soldi» TheOe, mid 
es li^en, w«m in jedem der drei Kr«se Dsam ersten 
Theilpnnkt genommen und naeh der darA fie Folge 
DBCA bestimmten Riditnng heramgeBihlt wird, der 
jrte nieilpnnkt des Kreises A^ der (jr+20»-f.f))te 



*) üe fcfifcM i j i t ist dtee F%vr aa s w ÜL w iidis w i 
Richhd%. Die Pnkte £, Jä^ 1, u deMB sich & 
^ od C, ^ ad #, anser m A, aodi sokMUcB^ fiogoi 
Scitem #C» ^C ad der Di^OMle AB des Panüdosrann, 
aS, ir, f anf Xe, AC^ AB CLo dät i i e m Noinak 
mD. VoB dMseB Nomate benhrt A£ des Kim ^, mr 
#, md wen DI bb ock K wm am Kreb C fortg« 
DI = tK. So wiefemeraOb^eadKBoses AFSad AeJi;» 



, «-i« ^MmmMM ». >■ — ■■■^■■— AB muM m km , Sa 
aiad B. B. dfe BSgm MI^B^ BFE, MBS der Knise A^ B^ C 

•fll; Sht der Knise il, # aiad sieh 9i«di ad wasai cum Mm- 
fcel mx:.t,BABi am BoeeK f^S, tMB der KraiK ^, # 
iUicK Isdea jeder van taea dm Wiäkd >»S.B#^ 
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des Kreises B und der (^+2/i)te des Krrises C mit 
D immer in gerader Lonie. 

4) Wir wollen jetzt von D nach allen m — i übri- 
gen Theilpunkten des Kreises A gerade Linien ziehen^ 
deren jede, ihrer Grösse und Richtung nach, eine anf 
D wirlLonde Kraft vorstelle. Auf gleiche Art werde 
durch die Theilpunkte des Kreises B ein zweites , und 
durch die Theilpunkte des Kreises C ein drittes System 
auf D wirkender Ejräfte bestimmt. Wegen der Glei^. 
ohung Da + DbzssDcy wenn a^ 6j e drei zusammen- 
gehSrige Theilpunkte sind (nr. 3«), ist nun von den dfesen 
Theilpunkten zugehörigen drei Kräften die Kraft in dem 
Kreise C gleiohwirkend mit den beiden andern^ imdda 
die Theilpunkte aller drei Kreise zu dreien so zusaui- 
men genommen werden können, dass sie mit H in einer 
Geraden liegen, so wird die Resultante der Kräfte des 
Kreises jt^ verbunden mit der Resultante der Ejräfte 
des Kreises B^ gleichwirkend mit der Resultante der 
Kräfte des Kreises C seyn. 

5) Betrachten wir aber die Kräfte eines der drei 
B[rdse besonders, so sind je zwei, die von D ausna^jbi 
gleichweit von D zu beiden Seiten liegenden llieu- 
punkten des Kreises gerichtet sind, einandw gleich 
und haben daher eine Resultante, welche den durch/) 
gelegten Durchmesser zur Richtung hat Dieselbe Rich- 
tung muss folglich auch der Resultante aller Kräfte des 
greises zukommen« 

Offenbar sind femer je zwei Kreise mit ihren Seh- 
nen, oder den dadurch vorgestellten Kräften, einander 
ähnliche Figuren, von denen die eine in die andere 
übergeht, wenn man jede Kraft des einen Kreiseer.in 
dem Verhältnisse ändert, in weldiem sein Durohmesser 
zu dem Durohmesser des andern steht In demselben 
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VeghäKni— . wrden folgUcb audi die KesultaDten aller 
Kräfte des einen und des andern Kreises zu einander 
seyft) se-dass die Durohmesser J)ji, DBy DC nicht 
allein ^eBiohtnngen, sondern auoh die Grössenvet hält« 
nisse . der Resaltanten der drei Systeme von Kriften 
angdbeui 

9 
• » ■ 

6) Zii Fqlge des in nr.4. Erwiesenen ist daher von 
^ei dnrcl^ DA^ HB^ DC vorgestellten Kräften die 
letztere gleiohwirkend mit den beiden erstem, und somtt 
das Parallelogramm der Kräfte für den Fall dargethan, 
weim die Diagonale D C mit den Seiten Winkel machte 
deren jeder zu 360° in einem rationalen Yerhältnisse 
steht* Die Ergänzung des Beweises fiir den Fall irra- 
tionaler Verhältnisse bleibe dem Leser selbst überlassen, 

¥oo den Axen der grös»teii li«i»ei|te« .- i ', 

#. 81. ';■■ ■ •■ 

■ ■ ■ ^ • ■ 

Ist fiir einen Punkt M die Linie des nösaten Sf o- 
ments^ welche dnroh ihre Riohtung und'.l^ge die. dem: 
Punkte zugehörige Axe des grössten JUomepts unddep 
Werth desselben angiebt (§• 77.), gegeben , so lässt 
doh das Moment für jede anderci durch ilfgehimde Axe' 
sogleich finden. Wie diese Linie des grössten Moments 
bestimmt werden kann, ist in §..78. flßBMigt worden, 
und wir wollen nun untersuchen, nach welchem Gesetze 
die Richtimg und Länge dieser Linie Top. einem Punkte 
zum andern veränderlich ist. 



I. 



Sqr deinnaoh ein System von Kiftften anf einö' 
mnfadie, durch einen wiUkahrlich abgenommenen Ponkl« 
M gehende Kraft ¥ und auf ein Paar w reducirf wo9>^ 
den. Eben so habe man das System auf eine dordi 
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eiiieB' beliebigen andern' Punkt W gebende Kraft tf 
und aof ein Paar v' xuriiokgebracbt 

Da hternaoh. v nnd ^ gleidiwirkend mit ^ und w' 
smd, so sind es auob v^ i^.und — ftt vsäSiv'^ Diel&afl. 
V muss daher in der Ebene des ans w nnd ^- w* resni- 
tirenden Paares liegen, oder doch dieser BbMie {»arallel 
seyn (^.ST.), nnd mnss mit — v' ein diesem resnkiren- 
den Paare das Gleichgewicht haltendes Paar bilden 
(f. 15. 1.). Die Ejräfte v^ und t/ sind folglich einander 
gleich und haben gleichlaufende Richtungen, und die 
Ebene dieser Riditungen wird von den Ebenen der 
Paare «p und v/ in paraUelmi Geraden gesdinilten 
(f.51.)» — Ist M' ein Punkt in der Richtung von v 
selbst, so fallen v und t/ zusammen, und haben daher 
gleiche Wirkung; mithin sind dann auch die Paare w 
nf einander gleichwirkend, d« L, sie liefen in parallelen 
Ebenen und haben gleiche Momente. 

Dasa die Kraft v von einem Punkte M zvm andern 
ihre Richtung und Intensität unverändert behält^ geht 
übrigens auch daraus hertor, dasa v die Resultante der 
an einen Punkt M parallel mit ihren Richtungen ge> 
tragenen Kräfte des Systems ist. 

Weil v> mit nf und «/, — t^ gleich wirkend ist, so 
ist , wenn wir sämmtliche drei Paare auf eine Ebene 
projiciren , das Moment der Projection von w gleich dem 
Momente derProjectionen von w' und t/, -~€i (§.&4r5.). 
Um «n bestintnleres Bild lu haben^ wollen wir uns die 
gememschaftliche Richtung von v nnd c/ vertieal anC- 
wärts gebend denken* l^assen wir nun die Prqectiona- 
ebäne horizontal seyn und prejioiren darauf rechtwinklige 
so ist die Prejection des Paares t/, — r nuU und die 
Momente der Projectionen von w und ¥f smd einander 
gleich. 
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Das Moment der Projeiotion des Paares ur auf eine 
horizontale Ebene ist demnaeh für alle Punkte M von 
gleidier Grosse , und mithin das Moment von w selbst 
am kleinsten für diejenigen Punkte M^ für welohe doh 
die Ebene von ur horizontal findet. 

Um diese Punkte, wenn es anders soldie giebt, zu 
bestimmen, wollen wir die Paaret^ und w' auf die Ebene 
des Paares t/, — v rechtwinklig projidren« Nach obi* 
gem Satze von den Projeotionen ist alsdann das Moment 
der Projection von w gleioh der Summe der Momente 
des in der Projectionsebene liegenden Paares f/, — v 
selbst und der Projection von t/. In dem Falle nun, 
wenn t/ horizontal, also anfder Projectionsebene recht- 
winklig ist, ist das Moment seiner Projection null> folg- 
lich haben dann die Projection des Paares w und das 
Paar t/, — v gleiche Momente; und weil immer die 
Durchschnittslinien der Ebenen von w und «/ mit der 
Ebene von (t/, — v) einander parallel dnd, jetzt aber 
i/ horizontal seyn soll, so sind jetzt die beiden Dureb- 
sehnitte von w und t/ mit der vertiealen Ebooie von 
(t/, — v) horizontaL Dies ^ebt zur Bestimmung der 
Punkte ÜT, für weldie t/ horizontal ist, folgende Regel: 

Man lege durch die irgend einem Punkte M zuge- 
hörige Kraft V eine (vertioale) Ebene so, dass de die 
Ebene des demselben Punkte zukommenden Paares w 
in einer horizontalen sdmeidet. Auf diese Ebene pro- 
^dre man das Paar w rechtwinklig und ergänze die 
Kraft — fp durdi dne zwdte t/ in derselben Ebene m 
einem Paare, welches mit der Projectimi von w dneilei 
Moment hat Jedes Paar w', das dnem Punkte ÜTin 
der Richtung von t/ zukommt, wird alsdann dne bori- 
lontale Lage haben. 

Sind umgekehrt die diA rechtwinklig schnddenden 
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f/ und vf gegeben, und legt man durch irgend einen 
Punkt M eine der v' parallele und gleiche Ejraft v^ so 
ist das Paar, welohes aus der Zusammensetzung der 
Paare vf und t/, — t^ entspringt, das dem M zugehö- 
rige. Die Ebene desselben sehneidet die Ebene von 
{v\ — f^) in einer Horizontalen , sein Moment aber und 
sein Winkel mit dem horizontalen vf ist um so grösser, 
je grösser das Moment des Paares t/, — v ist, je weiter 
also M von t/ entfernt liegt. 

f 82. 

Dieses vorausgeschickt ist nun die Bestimmung der 
jedem Punkte M zugehörigen Linie des grössten Mo* 
ments ganz leicht. Diese Linie steht nach -§• 77. auf 
dem w des Punktes rechtwinklig und ist dem Momente 
dieses Paares proportional; sie ist daher dasselbe, 
was wir in §. 53. die Axe des Paares nannten. Da nun 
die Resultante der Axen zweier zusammenzusetzenden 
Paare die Axe des resultirenden Paares ist (ebendas.), 
und da jetzt das Paar w aus der Zusammensetzung der 
Paare vf und v\ — v hervorgeht, so ist die Linie des 
grössten Moments für den Punkt M die Resultante der 
Linie des grössten Moments fiir einen in t/ liegenden 
Punkt M* und der nach demselben Massstabe bestimm- 
ten Axe des Paares t/, — - v. Die hierzu nöthige Oon- 
struction ist folgende. 

Sej, wie im Yorigen, c/ auf vf rechtwinklig; AB 
(Fig. 26.) stelle die Richtung von t/ vor; wir wollen sie 
die Hauptlinie des Systems nennen und sie uns 
wiederum vertical denken. Für jeden ihrer Punkte JIP 
ist die Linie des grössten Moments eine von SP aus 
auf sie getragene , dem Momente von %if proportionale, 
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Ist nmi M irgend eio aoderer Punkt des Raoms, 
and ST der Pnnkt der Hauptlinie, veloher mit M in 
einer Horizontalen Kegt, so ist MAB die Ebene des 
Paares t/^ — v\ 3FM seine Breite, also IXFM .v sein 
Moment nnd ein anf der Ebene MAB erriobtetes, die- 
sem Momente proportionales Perpendikel MO dioAxe 
des Paares, Die Linie des grossten Moments für M 
wird hiemach gefunden als die Kesnltante M9 von MO 
und einer an M der M^s' gleich und parallel getra- 
genen MQy oder, was dasselbe ist, als die Hypotenuse 
Mm des bei O rechtwinkligen Dreiecks MOm^ in wel- 
diem Os gleich und parallel ierM/ ist; sie ist daher 
reohtwinklig auf dem von M auf die Hauptlinie gefäll- 
ten Perpendikel M'M^ uhd ihre Grösse, so wie ihr 
Winkel mit der Hauptlinie, sind bei einem und dem- 
selben Systeme bloss von der Grösse dieses Perpen- 
dikels abhän^g. 

Weil MO proportional mit 3PM.v ist, so ist das 
VerhUtniss MO 2 JITM, oder die Tangente des Win- 
kels MWO proportional mit ff, also oonstant, weil v ^ 
mm einem Punkte M zum andern seine Grösse nicht 
ändert Für alle Punkte, welche in einer und derselben 
durch JT gehenden Horizontalen 3IF C enthalten sind^ 
liegen daher die zugehörigen O in einer gleichfalls ddrdi 
M gehenden Horizontalen ÜFD. Yertical über O in 
einer Höhe =:Ms'^ also in einer durch j^ mit MD 
gezogenen Parallele /E liegt der Punkt s. Lässt man 
daher die Punkte M und s in MC und ^E sich so 
fortbewegen, dassdieGeradelCf auf Ulf Cimm«^ normal 
steht, 80 ist Ms jederzeit die Linie des grossten Mo- 
ments für My und man sieht hieraus deutlich, wie bei 
wsehsender Entfernung des M von M die Grösse dieser 
Linie und ihr Winkel mit der Hauptlinie immer zunehmen. 



- ^ 



Theorie der Momente. 141 

Setzt man den Winkel ÜmM^ oder den Winkel von 
Mm mit der Hanptlinie, =r cv und den constanten Win- 
kel Ciiri9 = a, 80 ist 

Ms=:V (Jirs'"^ +JlfMHmf;a'^) undtangc»==-^j?tanga, 

ivorans dasselbe erkannt wird« 

Zum Soiilnsse wollen wir die erhaltenen Resultate 
in folgenden Sätzen zusammenstellen. 

1) Für atte Jhmktey welche in der Fläche eines 
um die Hauptlinie ^ ah Axe^ beschriebenen Cy lindere 
liegen^ sind die Linien der grössten Momente einan- 
der gleich 9 berühren insgesammt diesen Cy linder und 
machen mit der Hauptlinie gleiche Winkel. Für 
alle Punkte^ die in einer und derselben Seitenlinie des 
CyUnders liegen^ sind daher diese Linien einander, 
parallel und in einer Ebene enthalten j diedenCylin- 
der in der Seitenlinie berührt. Für alle Punkte 
dagegen 9 welche in dem Durchschnitte der Cylinder^ 

fläche mit einer at^f der Hauptlinie normalen Ebene^ 
also in einem Kreise ^ liegen^ bilden die zugehörigen 
Linien die Fläche eifies durch Umdrehung um die 
Hauptlinie erzeugten hyperbolischen Hyperboloids» 

2) Je weiter ein Punkt von der Hauptlinie ai^ 
steht y Je grösser also der Durchmesser ' des Cylinders 
istf desto gröss'er ist die zugehörige tAnie des gross* 
ten Moments und desto mehr nähert sieh der Winkel 
dieser Linie mit der Hauptlinie einem rechten^ indem 
die Tangente desselben dem Abstände des Punktes 
von der Haupüinie proportional ist. Für Jhtnktey 
die in einer entf der Hauptlinie normalen Geraden 
liegen y bilden die zugehörigen -Linien die Fläche 
eines hyperbolischen Paraboloids. Denn indem M in 
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MC iTortbewegt wird, bleibt M9 einer auf MC nor- 
malen Fläche parallel und trifft fortwährend die zwei 
Geraden MC \xxi\ ^E. 

3) Pur jeden Punkt in der BauptUnie fallt die 
lAnie des grauten Moments in die Hauptlinie selbst 
und ist kleiner y als ßir jeden andern Punktj also ein 
Minimum Maximorum. 

f 83. 

Aufgabe. Die Gleichung für die llauptlinie und 
den Werth des Ideinsten unter den grössten Momenten 
KU finden« 

Auflösung«. Das Coordinatensystem sey ein recht- 
winldiges. Beziehen wir nun das System der Kräfte 
zuerst auf eine Axe ty welche durch den Punkt {fy gj k) 
geht^ eine Länge =1 hat und mit den Axen der x^ 
y^ X die Winls:el 7, Xy '^ macht, so sind die Projectio- 
nen der Axe auf die Coordinatenaxen, =cos9), cos/, 
oosV', und es ergiebt sich das Moment für diese Axe, 
wenn wir in dem in §. 65. erhaltenen Ausdruolce des 
Moments, für jP, &, H diese Cosinus substituiren. 
Bezeichnen wir daher dieses Moment mit T und setzen 
zur Ablcärzungt 
{t)...L—gC+hB=^L,y M-^hJ+fC^M^y 

N-fB^gA^N,y 
so wird 

(2) • • • 7sc Lf oosf) -|- Mf cos/ + Nf oos^. 

Setzen wir femer 

• (Z;/+Jlf/+Ar/) — t; und 

(3)... ^=0089', -^=oos/, ^=oosi/, 

80 ist (4) • • • cos 9)^2 -I- cos/^ -|- cost/^ = i und 
Täs 3r(cos9 cosy' + oos;^ cos/ + oosV' 00s vO* 
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Wegen (4) lassen sich aber (p\ /^ if/ ah drei 
Winkel betrachten» die eine Gerade — sie heisse f 
und werde gleichfalls durch (/*» g^ Xj gelegt -^ nut 
den Axen der x^ y, » bildet j und es ist mithin 

COS9 eoBq>'+eosx 00s/ -f- cos^ cosv^=s oes^^^, 
folglich . . . 5r= T oos^V. 

Nehmen wir daher bloss q^» Xy '^ veränderUch, so 
ist der grösste Werth von T, = ST und dafür der 
Wmkel t^'t^^Qy d. h. unter allen durch den Punkt 
C/9 gy ^) gehenden Axen t ist f diejenige, welcher 
das grosste Moment zukommt; die Winkel dieser Axe 
mit den Coordinatenaxen sind =9^9 /j V^9 und das 
grösste Moment selbst = T. 

Unter den verschiedenen grössten Momenten» welche 
den verschiedenen Punkten (j^ g^ h) zugehören, fal- 
len aber die Axen f aller deijenigen Momente in die 
Hauptlinie» deren Axen mit v^ d« L mit der Resultante 
von Ay By Cy parallel sind» fiir welche sich also 

CO89)' : cos/ : cos v/ = AzBzC 

verhalten. Hiermit folgt aus (3) und (1): 

A ~ B ~ C ^ 

welches ' daher zwei Gleichungen zwischen den Coordi- 
naten /*» g^ h aller derjenigen Punkte sind» welche 
nebst ihren Axen in die Hauptlinie fallen; es sind folg- 
lich die zwei Gleichungen der Hauptlinie selbst 

Setzen wir zuletzt noch in dem allgemeinen Aus- 
drucke des Moments (2) die durch 7» /» V' bestimmte 
Richtung der Axe parallel mit der Hauptlinie» also mit 
der Resultante von Ay By Cy so werden 
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wo Z> = /M^ + Ä« + C«), und damit 

l_ _ 

_AL±Bm±CN ,., 

also unabhängig von /; ^, h. Alle mit der Hauptlinie 
paraHele Axen habmi daher gleiche Momente ^ deren 
gemeinschaftlioher Werth der eben gefimdeneist Die- 
ser Werth kommt daher aach dem Momente einer in 
die Hauptlinie selbst fallenden Axe zu, d, i. dem klein- 
sten unter den grossten Momenten, 

Zusatz. Dass alle mit der Hauptlinie parallele 
Axen gleiohe Momooite haben , wird aooh leicht ans 
Fig. 26. etkannt Denn da Jf« die Linie des grossten 
Moments für den Punkt üf, und MQS ein rechter 
Winkol ist, so ist die der JKt/ gleiche und parallde 
Linie M^ dem MomentjD der in sie fallenden Axe 
proportional (§• 76.). 

Von den Axen, deren Momente null sind. 

%* 8*. 

Noch eine besondere Aufmerksamkeit verdienen 
diejenigen Axen^ in Bezug auf welche das Moment des 
Systems null ist Sie ergeben sich unmittelbar aus 
dem Yorigen, da es unter allen durch einen Punkt JEf 
gehenden Axen alle diejenigen und keine andern sind, 
welche auf der dem Punkte zukommenden Linie des 
grossten Moments rechtwinklig sind, also in der Ebene 
des dem M zugehörigen und durch ihn selbst gelegten 
Paares w liegen. In dieser Beziehung woUod wir die 
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durch M gelegte Ebene von tir die Nullebene des 
Punktes üf nennen. 

So wie es nun für jeden Punkt eine NuUebene giebf, 
so lägst sich auch umgekehrt in jeder Ebene ein Punkt 
angeben, in Bezug auf welchen sie die Nullebene ist, 
also ein Punkt, den man den Nullpunkt der Ebene 
nenne, und welcher die Eigenschaft besitzt^ dass von 
allen In .der Ebene enthaltenen Axen bloss für diejeni- 
gen, welche den Punkt selbst treifen, das Moment des 
Systems null ist. 

Denn werde die Ebene von der vertikalen Haupt- 
linie AB (Fig. 26«) im Punkte M' geschnitten und sey 
BF C eine in der Ebene durch M^ gelegte Horizontale, 
so liegt darin der Nullpunkt M der Ebene und ist von 

M' um einen Abstand M' M = SF $'^^^^ entfernt, 

tanga ^ 

wo 3Fm^ und a constant sind, und to den Winkel der 
Ebene mit dem Horizonte bezeichnet (§• 82,). Ist aber 
die Ebene mit der Hauptlinie parallel und von ihr um 
einen Abstand =^ entfernt, berül^ sie also einen um 
die Hauptlinie mit einem Halbmesser as^r beschriebenen 
Cylinder, so liegen in der Ebene die Axen, deren Mo- 
mente null sind, einander parallel und machen mit der 
Ebene des Horizonts einen Winkel, dessen Tangente 

=: ~-wv~ • VergL §• 82, In diesem Falle ist also der 

Nullpunkt der Ebene als unendlich entfernt zu betrachten« 

Hat man somit den Nullpunkt M einer Ebene ge- 
funden, so kann für eine andere durch Jlf nicht gehende 
Axe t der Ebene das Moment nicht =0 seyn« Denn 
ist erstens die Ebene nicht parallel mit der Hauptlinie, 
80 lässt sich unter der hier allein geltenden Voraus- 
setzung, dass die zwei Kräfte, worauf das System re- 

10 
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dttoirbar tot, nicht in einer ßbene liegen, ^an System 
auf ein in der Ebene enthaltenes Paar w und auf eine 
durch M gehende mit der Hanptlinie parallele Kraft v 
reduciren, und für die Axe t sind nur die Momente der 
zwei Kräfte, welche das Paar ausmachen, nicht aber 
das Moment von t;, also auch nicht das Moment des 
Systems, null. 

Ist zweitens die Ebene mit der Hauptlinie parallel, 
und ist p eine der in ihr liegenden parallelen Axen, 
fiir welche das Moment des Systems null ist, t irgend 
eine andere in der Ebene enthaltene Axe^ welche p im 
Punkte JV schneidet, so ziehe man durch JV (in der 
Ebene) eine Parallele v mit der Hauptlinie und be- 
schreibe in der Ebene einen Kreis, welcher p in JV 
berühre. Alsdann verhalten sich die Momente in Bezug 
auf die Axen v und tj wie die in den Kreis fallenden 
Theile von v und t (§• 76.)* Da nun das Moment für 
V gleich dem kleinsten unter den grössten Momenten 
ist (§.83. Zus.), und dieses unter der gemachten Vor- 
aussetzung nicht null seyn kann, so kann es auch nicht 
das Moment für die Axe t seyn* 

i. SS. 

Die Eigenschaften von Nullebenen und Nullpunkten 
lassen sich auch ganz leicht aus den oben (§• 69.) ana- 
lytisch bewiesenen Sätzen herleiten, dass von der einen 
der beiden Kräfte, worauf ein System reducirbar ist, 
die Richtung im Allgemeinen nadi Willkfihr genommen 
werden kann, und dass, wenn die eine der beiden 
Kräfte durch einen gegebenen Punkt geht, die andere 
in einer damit gegebenra, den Punkt entiialtendMi 
Ebene liegt, und umgekehrt Von diesen Sätzen will 
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h jetzt Dooh einen andern auf ganz einfache Betrach- 
IDgen sich gründenden Beweis mittheilen, und hierauf 
' ' In Zusammenhang zwischen ihnen und den Eigenschaf- 
^ m der Nullebenen und Nullpunkte kürzlich angeben. 

1) Hat man zwei Kräfte P und P, (Fig. 27.), de- 
in Richtungen nicht in einer Ebene liegen, und eine 
iditung ^j welche mit der einen P der beiden erstem 
einer Ebene a liegt, und daher, im Allgemeinen 
;,jnigBtenB, mitP einen Punkte gemein hat, sc isten 
im Allgemeinen immer möglich, die zwei Kräfte in zwei 
mit ihnen gleichwirkende Q und Q i zu Terwaadeln, vcn 
denen die eine Q die Richtung ^ hat. 

Denn da P und P^ mit Q und Qi gleichwirkentl 
sejn sollen, so müssen es auch P und — Q mit Q^ 
und — Pi seyn. P und — Q haben aber, als zwei 
Kräfte, deren Richtungen in einer Ebene a liegen und 
im Punkte A derselben sich schneiden, eine durch den 
Schneidepunkt A gehende und in der Ebene a enthal- 
tene Resultante JR. Diese Resultante M muss daher 
auch den Kräften Q^ und — Pj, zukommen, es muss 
folglich auch Q^ die Resultante von P^ und It seyn; 
und da zwei nioiit in einer Ebene enthaltene Kräfte 
nicht auf eine einzige Kraft reducirt werden können 
(§.37.), se müssen P^ und /t, so wie auch Q^ in 
einer Ebene a^ enthalten seyn und «ich darin, im AU* 
gemeinen wenigstens, in einem Punkte^! schneiden» 
Hiemach ist die Richtung von M bestimmt als der 
Durchschnitt der Ebene a, in welcher P und Q wirken^ 
mit der durch P^ und den Schneidepunkt jf von P 
und Q zu legenden Ebene a^. Da also von den drei 
Kräften P, — Qy — iR, welche im Gleichgewichte sind, 
die Richtungen, und von der ersten derselben, P^ die 

10* 
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Intensität, gegeben sind, so lassen sich auch von Q 
und /t die Intensitäten finden (§• 28. a.) , und hieraus 
die Richtung und Intensität von^i, als von einer Kraft, 
'welche mit — It und — P^ im Gleichgewichte ist. 

2) Wir folgern hieraus weiter : Ist von der Richtung 
der Kraft Q nur der Punkt JF gegeben, in welchem 
sie die P schneiden soll, so kennt man von der Kraft 
Qi nur die Ebene a^, in welcher sie mit P^ liegen 
muss; es ist nämlich die durch ji und P^ zu legende 
01 • Ist aber für Q nur die Ebene a gegeben, in wel- 
cher sie mit P liegen soll, so ist von Q i nur der Punkt 
jii bekannt, in welchem sie die P^ schneiden muss; 
es ist nämlich der Durchschnitt der Ebene a mit P^* 

Wenn demnach von irgend zwei Kräften, die mit 
zwei nicht in einer Ebene liegenden Kräften P und P^ 
gleiche Wirkung haben, die eine der iPin einem Punkte 
jt begegnet, so liegt die andere in der durch A und 
Pi bestimmten Ebene; und wenn die eine mit P in 
einer Ebene a liegt, so geht die andere durch den 
Schneidepunkt von a mit Pj,. 

3) Auch in dem Falle, wenn die gegebene lUch- 
tung von Q nicht, wie vorhin, mit der Richtung voojP 
in einer Ebene liegt, lassen sich im Allgemeinen die 
Intensität von Q und die Richtung und Intensität von 
Q^ so bestimmen, dass Q und ^^ mit iP und /'i gleicb- 
wirkend werden. Denn zieht man eine Gerade s, welche 
die Richtung von P und Q zugleich schneidet^ so kann 
man nach dem Vorigen P und P^ zuerst in zwei Kräfte 
iS> und Si verwandeln, von denen S die Richtung # 
hat, und kann sodann auf dieselbe Weise aus S und 
&i die mit ihnen, und folglich auch mit P und Pi^ 
^leiehwirkenden Kräfte Q und Q^ herleiten. 
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4) l9t daher ein System von Kräften auf zwei 
nicht in einer JEöehe liegende Kräfte reducirbar^ so 
kann, die Richtung der einen von beiden im AUge^ 
meinen jede beliebige seyn. Um so mehr kami folglich 
das Dooh Untestimmteire verlangt werden^ dass die eine 
der beiden Kräfte durch einen beliebig gegebenen Pnnkt 
gehe, oder in einer beliebig gegebenen Ebene liege« 
Dbr Punkt A und die Ebene a in dem Satze nr. 2« 
können daher ebenfalls ganz nach Willkühr bestimmt 
werden 9 welches uis zu dem Schlüsse führt: 

In Bezug auf ein System von Kräften y weichet 
auf zwei nickt in einer Ebene liegende Kräfte P und 
P^ reducirt werden kann^ entspricht jedem Punkte 
A eine durch ihn gehende Elbene a^ und jeder Ebene 
a ein in ihr liegender Punkt A^ der gestalte dassy wenn 
die eine der beiden Kräfte^ Py dem Punkte A be- 
gegnety oder in der Ebene a wirkte die andere Pg 
in der entsprechenden Ebene a^ enthalten ist^ oder 
den entsprechenden Punkt A^ trifft. 

5) Geht aber die Kraft P durch den Pnnkt Aj und 
liegt folglich die Kraft P^ in der dem A entsprechen» 
den Ebene ai , so schneidet jede durch A gehende und 
in a^ enthaltene Axe sowohl die Richtung von P^ als 
die von P^ , und es ist daher in Bezug auf jede dieser 
Axen das Moment Ton P und P^j folgUch auch das 
Moment des Systems, null. 

Die einem Punkte A entsprechende Ebene a^ ist 
mithin die Nullebene des Punktes, und eben so der 
einer Ebene a entsprechende Punkt A^ der Nullpunkt 
der Ebene« 

Zusätze, a. Ist a^ die dem Punkte A entspre« 
chende Ebene, so ist auch A der der Ebene a^ entspre* 
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diende Punkte imleiii, wemi die eine Kmft P^ io a^ 
wirkt, £e andere P dem A begegnen nrase; nndeben 
se erlieUety daae wenn der Ebene • der Punkt A^ ent* 
epridit, andi mngekehrt letzterer die eretere snr ent- 
iprechenden Imt» 

b. \Bi A ein Ponkt der Ebene a, and wird die 
wiUkfihrfiolie Richtung der Kraft P so genommen, dass 
ne zngleieh dnrch A geht nnd in a Begt, so mnss die 
Kraft P^ wegen des erstem in der Ebene a^ liegen 
nnd wegen des letztem durch den Punkt A^ gehen; 
4|ridun mnss A^^ ein Punkt der Ebene a^ seyn, d. h: 

Liegt ein Punkt in einer Ebene, so geht die dem 
Punkte entsprechende Ebene durch den der Ebene ent« 
^qprochonden Punkt. 

§. 8& 

Diese gegenseitigen Bmdmngen zwischen Punkten 
nnd Ebenen sind eine besondere Art der sogenannten 
dualen oder reciproken Verhältnisse, welche in der 
neuem Zeit se mannigfach untersucht worden sind, und 
wobei zwei Systeme von Punkten und Ebenen in einer 
solchen Beziehung zu einander betrachtet werden^ dass 
jedem Punkte des wicn Systems eine Ebene des andern 
und jeder Eigene des einen ein Punkt des andern ent- 
spricht Im Gegenwärtigen kommt noch die besondere 
Bedingung hinzu, dass jeder Punkt in der ihm entspre- 
chenden Ebene selb^ liegt, und — was eine Folge 
davon ist, — jede Ebene den ihr entsprechenden Punkt 
selbst enthält Hierdurch werden nicht nur die bei der 
Dualität im Allgemeinen Statt habenden Beziehungen 
in etwas modificirt, sondern es treten noch Relationen 
Ton cageatfaümfidier Beschaffenheit hinzu, Folgende 
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Sätze geben eine. kuneUeberaioht dieser merkwttrdigeii 
BeziehiiDgen*). 

Zuerst felgt unmittelbar aue dem Vorhergehenden : 

1. Zu jedem Punltte gehört eine ihn enthaltende Null* 
ebene und zu jeder Ebene ein in ihr liegender 
Nullpunkt. 

2. Ist von einer Ebene und einem in ihr liegenden 
Punkte erstere die Nullebene des letztem , so ist 
auch letzterer der Nullpunkt der erstem» und um- 

^ gekehrt 

3. Liegt ein Punkt in einer Ebene, so' geht die Null- 
ebene des Punktes duroh den Nullpunkt der Ebene; 
oder vas dasselbe ist: « 

■ 

3*. Geht eine Ebene duroh einen Punkt, so fiegtder 
Nullpunkt der Ebene in der Nullebene des Punktes. 

Aus 3. fliesst weiter: Liegen mehrere Punkte in 
emer Ebene, so gehen die Nullebenen der Punkte duroh 
den Nullpunkt der Ebene; d. h. 
4« Von mehreren in einer Ebene liegenden Punkten 
schneiden sioh die Nullebenen in einem Punkte, 
weldber in ersterer Ebene liegt und ihr Null- 
punkt ist 

Eben so folgt aus 3^: 
4^. Von mehrem sich in einem Punkte schneidenden 
Ebenen liegen die Nullpunkte in einer Ebene, 
welche erstem Punkt enthält und seine Null- 
ebene ist 

Aus 4. schUessen wir ferner: Von mehrem in zwei 
Ebenen zugleidb, d. i. in einer Geraden, liegenden 



*) Antfahrlicher habe ich diesen Gegenstand in einer Abhand- 
long „Veher eine besondere Art dualer Verhältnisse zwischen Ffgoren 
IIB Ranme** In Orelle*t lomai X. Band, pag. Si7. imtetincht. 
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PonkteD gdien die NaüdbeDen aiiwolil dordi den Nnll- 
ponkt der dnen, als dnrch den der aodeni jener zwei 
Ebenen, d. L sie sefaneiden nA in der diese sweiNnll- 
ponkte Terbindenden Geraden; also: 
S, Die Nnllebenen mehrerer in einer Geraden liegen- 
den Punkte sehneiden sich wiedemm in einer 
Geraden« 
Aehnlidierweise ergiebt «eh ans 4*. : 
5*. Die Nnüponkte mehrerer sich in einer Geraden 
sdmeidenden Ebenen liegen wiedemm in einer 
Geraden« 

Nach &. nnd 5*. entspricht also jeder Geraden eine 
zweite Gerade, so dass jeder Punkt der einen zu seiner 
Nnllebene die durch ihn nnd durdi die andere Gerade 
gelegte Ebene bat, nnd dass ron jeder durch die eine 
Gerade gelegten Ebene der NuUpnnkt derjenige ist, in 
wdchem sie Ton der andern Geraden geschnitten wird« 
Je zwei scdche^estalt sich «itsprediende Gerade sind 
zugleidi die lUchtungen zweier Kräfte, auf welche sidi 
das System redudren lasst Denn sind a und i die 
Nnllebenen der Punkte ji und i?, nnd geht die eine 
der beiden Kräfte durch A oder i?, so muss die an* 
dere resp. in a oder 6 liegen; geht folglich die eine 
durch A und B zugleich, so muss Sie andere den Durch- 
schnitt Tön a mit £, d« i« die der AB entsprechende Ge- 
rade zur Richtung haben. 

In dem besonderen Falle, wenn i? in a liegt, geht 
nach 3. die Nnllebene 6 von B durch den Nullpunkt 
A Ton aji.ua und 6 schneiden sich in AB selbst« 
Jede in einer Ebene a durch den Nullpunkt JF dersel- 
ben gezogene Gerade, oder» was dasselbe ist, jede 
durch einen Punkt A gelegte Gerade, welche zugleich 
in der NuUebene a des Punktes liegt, also jede Axe, 
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in Bezug auf welche das Moment des Systems null ist, 
hat folglich sich selbst zur entspreehenden, und es ist 
daher unmöglich, das System auf zwei Kräfte zu redu-* 
ciren, von denen die eine eine solche Gerade zur Rieh* 
tung hat. 

Um diese Sätze durch ein Beispiel zu erläutern^ 
wollen wir von den drei Coordinatenebenen, worauf das 
System der Kräfte in dem Vorigen bezogen worden, 
die Nullpunkte, und von dem Anfangspunkte derCoor- 
dinaten O die Nullebene zu bestimmen suchen. 

Für eine in der Ebene der xy liegende Axe sind 
h und H null (§• 62«), folglich das Moment des Systems 
(§• 65.) in Bezug auf eine solche Axe 

Man sieht nun sogleieh, dass, wenn man/* und g 
durch die Gleichungen und ]!H+fC=^Q und L — gC 
= bestimmt, dieses Moment, unabhängig von F und 
Oj also für iede in der Ebene der xy enthaltene Axe, 
welche dujrch den Punkt (^ g) geht, null wird. Dieser 
Punkt, d. i. 

ist daher der Nallpunkt der Ebene der xy^ nnd eben 
so finden sieh 

als die Nullpunkte der Ebenen der y% und %x. 

Femer ist für eine durch O gelegte Axe, wenn 
wir den Anfangspunkt (/, ^, A) derselben mit O zu- 
sammen fallen lassen und daher /*, g, A = setzen, 
das Moment 

^vFO-^rGMJ^rHN. 
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Da Dun jetzt (F, O^ H) der Endpunkt der Axe 
ist) 80 liegt derselbe, und mithin die von O ausgehende 
Axe selbst, wenn in Bezug auf sie das Moment null 
ist, in einer Ebene, deren Gleichung 

welches also die Gleichung der Nullebene von O ist. 

In dieser Ebene müssen nach 4 * die Nullpunkte der 
in O sich schneidenden Coordinatenebenen liegen. Auch 
finden wir dieses durch unsere Rechnung bestätigt, 
wenn wir in der Gleichung für erstere Ebene die vorhin 

für die Nullpunkte erhaltenen Coordinaten substituiren. 

« 

f 87. 

Weitere Folgerungen ergeben sich, wenn wir Sy- 
steme von Ebenen betrachten, die entweder mit einer 
und derselben Geraden, oder mit einander parallel sind. 

Drei oder mehrere sich in Parallelen schneidende 
Ebenen können als solche angesehen werden, die sich 
in einem unendlich entfernten Punkte schneiden, und 
wir schliessen daher nach 4^: 

6. Die Nullpunkte mehrerer sich in Parallelen schnei- 

denden Ebenen liegen in einer mit den parallelen 
Dorchschnittslinien ebenfalls parallelen Ebene, de- 
ren Nullpunkt unendlich entfernt nach der durch 
die Parallelen bestimmten Richtung zu liegt. 
Da femer paraUele Ebenen als solche betrachtet 
werden können, die sich in einer unendlich entfernt lie- 
graden Geraden schneiden, so müssen nach 5*. 

7. die Nullpunkte mehrerer paralleler Ebenen in einer 

Geraden liegen. 

Seyen <i, o^, a'\... mehrere unter sich parallele 
Ebenen, und eben so bUden 4, i\ V\... ein zweites 
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System mter sieb, aber nicht auch mit den erstem 
parallelen Ebenem Von a, o^, •• seyea ji^ A\.. und 
von b^ b\ . . seyen B^ R^.. die Nullpunkte 9 so liegen 
nadi 7« A^ A\.. in einer Geraden ce, und B^ R^.. 
in einer zweiten Geraden ß. Da ferner die Ebenen 
a, 1/, •• von den Ebenen b^ V^.. in einander parallelen 
Geraden gesohnitten werden, so liegen nach 6. sämmt- 
liche Nullpunkte A^ Al^.% B^ ^^9 • • > a1>o auch die 
Geraden a und ß^ in einer Ebene, Zugleich aber können 
a und ß keinen Ponkt mit einandw gemein hab^. 
Denn fiele z. B. A mit B zusammen, so mfissten auch 
die Nullebenen a und b dieser Punkte zusammenfallen, 
welches gegen die Voraussetzung ist. Mithin sind a 
und ß mit einander parallel, und wir können den Satz 
aufetdlen: 

Hat man mehrere Systeme paralleler Ebenen, so 
sind die Geraden , welche sich in jedem Systeme dunA 
die Nullpunkte der Ebenen legen lassen, insgesammt 
mit einander parallel. 

Diese parallele Richtung der Geraden ist, wie man 
leicht sieht, dieselbe, welche wir im Obigen bei jedem 
Systeme von Kräften als emsig in ihrer Art fiiaden und 
uns vertieal da<riiten. Vf^ir wollen auch gegenwärtig 
diese Richtung Tcrtical annehmen und hiemach den 
vorigen Satz so aussprechen: 

8. Die Nullpunkte ^ines Systems paralleler Ebenen 
liegen in -einer vertioalen Linie. 

Hieraus £1^ kieht der umgekehrte Satzt 

9. Von zwei Punkten A und i?, die in «iner Yerti- 
callinie liegen, sind die Nullebenen a und b paralleL 

Denn wären sie es nicht, so lege man durch B 
mne Ebene V paralldi mit m. Der NuHpnnkt von V 
mässte dann deijenige eeyn, ih welcdiem V ven einer 
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durch A gelegten Vertioale getroffen wird, folglidi B 
selbst Mithin hätte B zwei verschiedene Nnllebenen, 
welches nicht möglich ist. 
10, Jede Tcrticale Ebene e hat einen anendlich ent- 
fernten Nullpunkt, und jeder unendlich entfernte 
Punkt C eine verticale NuUebene. 

Denn seyen A und B zwei Punkte in Cy weldie in 
einer Terticalen Linie liegen« Die Nullebenen a und b 
Ton A und B sind folglich (9.) einander parallel, und 
da nach 3« in a sowohl, als in 4, der Nullpunkt Ton e 
liegt, so muss dieser unendlich entfernt seyn. 

Um den zweitmi Theil des Satzes zu beweism, 
lege man durch C eine Ebene n, und eine mit a par- 
allde Ebene ^, die, weil C unendlich entfernt seyn soU, 
ebenfaUs durch C gehend zu betraditen ist. Naeh Z\ 
geht aber die Nnllebene Ton C sowohl durch denNull- 
punlct A von n, als durch den Nullpunkt B von by also 
durch die Yerticallinie AB (8.) und ist daher selbst. 
verticaL 

Da die NuUebenen zweier- Punkte, die in einer 
Yerticale liegen, einander parallel sind (9.), also aidi 
erst in einer unendlich entfernten Geraden schneiden, 
so ist die einer Yerticalen entsprediende Gerade 'on- 
endUdi entfernt. Von den zwei Kräften, worauf sidi 
das System zuru^düihren lässt, kann daher keine raie 
verticale (mit der Hanptlinie parallele) Riditung habim, 
eben so wenig, als de mit einer Aze, für weldie 
das Moment des Systems null ist, zusammen foUen 
kann (vor« §•)• 

§.88. 

Zusätze. Sey ABCD dne dreisritige Pyramide, 
und V4»i ihren Sateafladk» BCD^ CDA^ DAB^ 
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ABC seyen die Nullpunkte resp. Fy O^ By /» so ist 
FOHI eine in ABCD eingeschriebene Pyra- 
mide ^ zugleioh aber auch eine um letztere nmschrie- 
ben«. Denn die Ebene durch die Nullpunkte €7 , H^ 
I der sich in A schneidenden Ebenen CDA^ DAB^ 
ABC ist nach §. 86. 4% die Nullebene von A^ und 
anfgleiche Art sind HIPy IFGy jP&^ die Nullebenen 
von By C^ D. Die zwei Pyramiden stehen daher in 
einer solchen gegenseitigen Beziehung, dass die Ecken 
der einen die Nullpunkte der Flächen der andern, und 
die^Fläch^i der einen die Nullebenen der Ecken der 
andern sind. Dabei entspricht jeder Kante der einen 
Pyramide eine Kante in der andern; z. B. der Kante 
ABy in welcher sich die Flächen DAB und ABC 
sehneiden, die Kante HI^ Wiclche diö Nullpunkte die- 
ser Flächen verbindet '^). 

Dieselbe Betrachtung lässt sich auch auf jedes an- 
dere Polyeder anwenden« Sey & die Ecke eines Po- 
lyeders, a, ^, c, ... die in dieser Ecke in der Ordnung, 
wie sie an einander grenzen, (a an ^, £ an c, u. s.w.) 
zusammenstossenden Seitenflächen, und ^, B^ C, ... 
die Nullpunkte dieser Flächen, die daher in einer 
Ebene, in der Nullebene von iS>, liegen. ABC*.^. ist 
mithin ein ebenes Vieleck, und auf gleiche Art wird 
bei jeder andern Ecke durch die Nullpunkte der um 
die Ecke herumliegenden Flächen ein ebenes Vieleck 
bestimmt. Von allen Seiten aller dieser Vielecke gehört 
aber jede Seite, z. B. ABy zweien Vieleeken zugleich 
an. Denn wenn die Kante des Polyeders, in welcher 
sieh die Flächen a und b schneiden, und Ton welcher 

*) Ueber die Constnictioii zweier solchen Pynunlden siehe einen 
Aofsatz desYerf. in Cr eile *• Journal, III« Band, pag. 273. YergL 
anoh Steiner SystemaU Bntwiokel. pagt 247. 
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S der ^e Endpankt bt^ smn andern Endpunkte die 
Ecke 7 hat, so gebort die Seite JtB des Winkek 
AB Cm msA wa dem Yieleeke, welehes sieh in der 
Nnllebene Ten T ans den Nullpunkten der in Tznsam- 
menstossenden Flachen bildet Alle diese Tieleeke 
hingen daher als Seitenflächen emes zwdten Polyeders 
snsamnen, weldies in das erstere sngleidi nm- nnd 
efaigescbrieben ist; eingeschrieben, weQ seine EidLen 
Aj iff, ••• die Nn%ankte der Flachen «, 'y**« des 
erstem sind, — nnschrieben, weil sdne Flacben 
ABC...J n« 8. w« die Ecken Sj n. s. w. des erstem 
xn Nnllponktoi haben. Jedes von ihnen hat daher eben 
so Tiel Ecken nnd Flächen, als das andere resp. FUU 
dien und Ecken hat; nadi dem bekanntes Eoler'schen 
Safxe, dass die Kantenzahl der nm zwei Einheiten yer- 
minderten Snmme der Ecken- nnd Flächenzahlen gleieh 
ist, haben folglich beide Polyeder gleich ¥iel Kanten, 
was anch schon daraus fliesst, dass jeder Kante des 
einen eine Kante des andern entspricht, z. B. der Kante 
des ersten, in welcher rieh die Flächen a nnd 4 schnei- 
den, die Kante AB des zweiten. 

Seyen, nm diese Betrachtungen nddi durch ein 
Beispiel dratlicher zu machen, • und ^j 6 und ¥j 
e und e^ die sechs ach zu zwrien gegoiuberiiegenden 
Tierecke rines Hexaeders, in weiterem Sbme genom» 
men, so sind die Nullpunkte Ay A^j Bj JV", C, €^ die- 
ser Flädien die Ecken eines in und «n das Hexaeder 
besdiriebenen Oktaeders, welche adi dien so pnar- 
wrise, A und ^, u. s. w. gegenüberstehen. Se wie 
das Hexaeder 6 Flächen und 8 Ecken ha^ komnwn dem 
Oktaeder S Flächen und 6 Ecken zu. Die Zahl der 
Kanten ist aber bri jedem der beiden Körper = 12. 

Ist das Hexaeder ein Pteallelepipedum , und 
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a' mit 0) b' mit b^ cf mit c parallel, so sind die drei 
Diagonalen AA\ BRj CC des Oktaeders einander 
parallel (f. 87. 8.); die Ebene AA'BB ist parallel mit 
den y\et Kanten des Parallelepipedums, in denen sieh 
die Flächen a^ ot^ b^ V schneiden; u. s. vi. (§.87« 6.). 
Allerdings macht es einige Schwierigkeit, sich ein 
Oktaeder, dessen Diagonalen einander parallel sind, 
vorzustellen. Es gehört zu den bis jetzt noch nicht 
betrachteten Polyedern, deren Flächen sich innerhalb 
der sie begrenzenden Kanten schneiden, zu Polyedern, 
welche den in §. 45. 3. gedachten Vielecken analog sind, 
deren Perimeter, bevor sie 'in sich zurückkehren, sich 
gleichfalls ein- oder mehrere Male begegnen. 

Relatioilen zwischen Momenten, deren Axen 
beliebige Richtungen haben« 

Die Momente eines Systems in Bezug auf mehrere 
sich in einem Punkte M, schneidende Axen sind, wie 
wir in §• 76. gesehen haben, den Theilen der Axen 
proportional, welche in letztern von einer gewissen durch 
M zu beschreibenden Kugelfläche abgeschnitten werden« 
Sind daher von drei sich in einem Punkte ilf schneiden« 
den und nicht in einer Ebene liegenden Axen MAy 
MBy MC die Momente n^ ßy y gegeben, solässtsich 
daraus das Moment S für irgend eine vierte durch M 
gehende Axe MD durch folgende einfache Construction 
finden: Man nehme in den Axen MAy MBy MC die 
Abschnitte Moy Mby Mc proportional mit a, ßy /und 
beschreibe durch die vier Punkte Jf, n, by e eine 
Kugelfläche. Schneidet nun diese die Axe MD in dy 
80 wird Md dem gesuchten i proportional seyn. 

Eben so läset ttch aus den Momenten Mm^ Mb 
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zweier ndi sducidcBdeii Ana MjI, MB das MmmaI 
MJ for jede dritte durch M geheade und mit eiat e tn 
beiden in einer Ebene liegende Axe MD finden, mdcni 
man durch My «, 6 einen Kreis besehreibt, welcher 
MH in d schneiden wird. 

§. 90. 

Schneiden sich £e drei Axen, deren BfosMnte ge- 
geben sind, nnter rechten Hlnkehi, so laset sich die 
Aülgaibe sehr mabnA dnrdi Bechnnng lösen. — Sej 
nnter allen durch M gehenden Axen MS fie An des 
grossten Moments, und daher, wenn diese Ton der Kn> 
gelflädie in s gesdinitten wird. Ms ein Durchmesser 
der KngeL Alsdann ist Ma ^= Ms .eosSMjly oder, 
wenn wir das grosste Mom^ =a setsen und uns eine 
zweite Kugel denken, £e um M als Mittelpunkt mit 
der gemeinschaftlichen Lange der Axen, als Halbmesser, 
beschrieben ist, und auf deren Obeiffläche daher £e 
Punkte Sy A, By C, D liegen: 

a = aeo8J[Sy und eben so 

ß^=aumBSy f=:acomCSy i = aea8lfS. 

Schneiden udi nun, wie angenommen worden, fie 
drei Axen MAy MBy MC unter rechten ^finkein^ 
und rind daher die Seiten und IVinkel des sphärischen 
Dreiecks jiBC msgesammt ==9(f, so hat man: 

cmDS^cmAD eosJS + eouBB eosBS 

+conCB eosCS. 

Hierin for eosJDSy ofmASy... die ihnen nach 
Torigen Formeln proportionalen Werthe 9y a, • • • snb> 
stitnirt, eriiält man: 

{A)...6=aeMuiB+ßeo9BJD + refmCB. 

Aus. den Momenten ßar drei eich unter reekiem 
fFmJMm m emem FumkU se k m ei denden Axemßmdet 
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tich demnach da% Mofnent für jede vierte durehden^ 
selben Punkt geltende Axe^ wenn man erMtere drei 
Momente resp. mit den Connussen der JVinkfil mul- 
tifih'cirty welche von den Axen dieser Momente mit 
der Axe den vierten gebildet werden^ und diese Pro^ 
ducte addirt. 

Uebrigens ist unter derselben Voraussetzung, dass 

GOS^iS^+ GOS BS"^ + €08 CS'^ = 1 

und daher 

«« + /y* + y« = a% 

oobAS= ^ , oobBS=: u« s. w. 

^ j/«* +ß' +,Y' 

Formeln, mittelst deren man aus den Momenten für 
drei sich rechtwinklig in einem Punkte schneidende 
Axen, Ton der durcli denselben Punkt gehenden Axe, 
welche das grösste Moment hat, dieses Moment selbst 
und die Lage der Axe finden kann. 

#* 91. 

Die im vorigen §. erhaltene Relation zwischeb vier 
Momenten, von deren vier Axen sich drei unter rechten 
Winkeln treffen, ist zuerst von Euler gegeben wor- 
den^)« Es ist aber nicht schwer, eine eben so einfache 
Formel für den allgemeinern Fall herzuleiten, wenn die 
vier Axen willkührliche Winkel mit einander machen. 

1) Ton einer durch die Gerade PQ vorgestellten 
Kraft ist das Moment in Bezug auf die Axe A^ B^ die 
Pyramide A^ B^ PQ (f. 59. Zus.). Seyen nun A und 
B zwei beliebige andere Punkte in A^B^^ so verhalten 



*) Noya Acta Petrop. Tom. TU. vom Jahre 17d3. 
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sich die Pyramiden A.B.PQiABPQ wie die Drei- 
ecke A^B^P X ABP^ und diese wie die Geraden 
A^B^\AB\ nnd es ist daher, wenn wir die Azenlänge 
A^B^ znr Einheit des Maasses nehmen: 

ABPQ = AB.A,B,PQ, 

wo die Linie AB positiv oder negativ zu nehmen ist, 
je nachdem sie mit der in sie fallenden Axe A^ B^ 
einerlei oder entgegengesetzte Richtung hat« 

2) Auf gleiche Art ist, wenn wir noch andere Kräfte 
/^C, P"Q!\... auf die Axe A^B^ beziehen: 

ABP'ft^AB.A.B.P'Q:, 

u. 8. w. Addiren wir alle bliese Gleichungen, so kommt 
mit Anwendung des Summationszeichens 2y und wenn 
wir das Moment des von den Kräften PQ^ P^y. 
gebildeten Systems in Bezug auf eine Axe, welche in 
der Geraden AB liegt, aber nicht AB selbst, sondern 
die Linieneinheit {=rA^B^) zur Länge hat, mit [AB\ 
bezeichnen: 

2ABP(t=.AB2A^B,Pit = AB[AB]. 

3) Seyen JUA^j lUB^y JtfC^y MD^ vier sich in 
einem Punkte M schneidende Axen, von denen die drei 
ersten wenigstens nicht in einer Ebene liegen. Man 
nehme in MD^ beliebig einen Punkt D un3 construire 
nm MD als Diagonale ein Parall^lepipedum, dessen 
in M zusammenstossende Kanten in die Axen MA. 
MB^y ßlCi fallen. Seyen resp. Ay By C die andern 
Endpunkte dieser Kanten, so ist, wenn PQ wiedemm 
eine Kraft bezeichnet: 

MDPQ=MAPQ+JUBPQ+]UCPQ (§• 63. 3.) 

folglich auch bei einem Systeme von mehreren Kräften 
PQj P'ft^ u* s. w.; 
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2MDPQ = 2MAPQ + 2MBPQ^2MCPQ 

folglich nach Dr. 2. : 

{B)...MD[MD]=MAiMA\+MB[MB\+MC[MC\. 

Wenn demnach für die drei Axen MA^^ ^^i^ 
MC^ die Momente [MA[\^ WB]^ [^C\ gegeben sind, 
und das Moment [MD] fiir dieAxeiETOi gesnchtwird, 
so oonstmire man das Parallelepipedum MABCD^ 
als wodurch sich die Yeriiältnisse zwischen ilf^,..«il!f ZI 
ergeben, und man erhält damit nach letzterer Gleichung 
folgenden das Gesuchte. 

f. 92. 

Zusätze, a. Macht man in den Axen itf^i,...JIf/)i 
die Linien Ma^...Md den Momenten der Axen resp. 
proportional, so liegen a, b^ Cy d mit M in der Ober- 
fläche einer Kugel (§. 76.), und man bekommt damit 
den geometrischen Satz: 

Hat man eine Kugel, und ein Parallelepipedum, 
dessen eine Ecke M in der Fläche der erstem 
liegt, und sind a, ^, c, d die Punkte, in denen die 
Kugelfläche resp. von den in M zusammenstossen- 
den Kanten MA^ MB^ MC und der Diagonale 
MD des Parallelepipedums geschnitten wird, so ist: 

MD.Md=MA.Ma + MB.M6 + MC.Mc. 

6. Schneiden sich die drei Axen MAi , MB^ , MC^ 
unter rechten Winkeln, so verhalten sich 

MA.MBiMCiMD 

=cos Jfi MD^ : cosi?^ MDt^ i cosCi MD^ % 1 

und Iman kommt durch Substitution dieser Verhältniss- 
werthe in die allgemeine Gleichung {B) auf die spe- 
cielle Gleichung (A) in §• 90« wieder zurück. 
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§. 93. 

So sehr auoh die Gleichung (B) die Ealersohe {ut) 
an Allgemeinheit übertrifft, so ist sie doch nur als ein 
specieller Fall einer weit allgemeinern Relation anzu- 
sehen, die sich auf ganz ähnliche Art wie {B) ent- 
wickeln lässt* 

Man habe, wie vorhin, ein beliebiges System von 
Kräften PQ, FQ^ F'Q!\...^ welches & beisse. 
Seyen ferner AA\ BB\ CC^... die Kräfte eines 
zweiten Systems T, welche einander das Gleichgewicht 
halten. Alsdann ist wegen dieses Gleichgewichts von 
T, wenn man T nach und nach auf alle Kräfte PQy 
F^Qly... des Systems jS, als aufAxen, bezieht (§• 58.) • 

AA'Pa + BRPQ + CCPQ + ... =0 
AA'P'Q: + BRP'Qf + CCP'tt^ . . . = 

u« s. w.) und wenn man alle diese Gleichungen summirt: 
2AA'PQ + 2BRPQ + SCCP(l^... = ^l 

folglich nach f. 91. 2.: 

4A'[AA'\ + BB'[BB^J^CC[CC\ + ...^Q, 

wo [AA'\y [BB^y... die Momente des Systems jSfur 
Axen bezeichnen, welche an Länge einander gleich 
sind und resp. in den Geraden AA'^ BR^... liegen, 
und wo man, wie schon erinnert, die Coefficienten 
AA\ Bff^ • • dieser Momente positiv oder negativ zu 
nehmen hat^ je nachdem die Richtungen dieser Linien 
mit denen der in sie fallenden Axen übereinstimmen, 
oder nicht. 

Bexiekt man demnach ein System S von Kräften 
auf mehrere {einander gleiche) Axen^ und kann man 
nach der Richtung einer jeden dieser Axen eine 
Kraft wirken lassen von der Grösse^ dass alle diese 
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neuen Kräfte einander das Oleichgemcht halten^ se 
ist die Summe der Mßnkente von Sy jedee Moment 
vorher mit einem Coefficienten multiplicirty welcher 
deTy der. Axe des MomefUs zugehörigen^ iKraftpro- 
portional isty = 0. 

Auf gleiche Art finüet sich, wenn AA^ die Resul- 
tante von BB'y CCy... ist: 

JA'IAA'] = BB^IBJT] + CC[CC] + .. . 

Auch fliesst dieses sqhon aus der vorhergehenden 
Formel. Denn alsdann sind A^Ay BVy... mit ein- 
ander im Gleichgewichte und daher 

A'A[A'A} + BB'lBB^ + ...=0. 

Es ist aber A'A = — AA' und [A'A\=[AA^y 
indem der eine Ausdruck , so gut wie der andere , das 
Moment des Systems S in Bezug auf eine Axe vor- 
stellt, welche in der durch die zwei Punkte A und A^ 
gezogenen Geraden enthalten ist; folglich n. s. w. 

Beispiele. 1) Hat man vier sich in einem Punkte 
schneidende Azen^ so kann man immer ein Parallel- 
epipedum ooustruiren, von welchem drei indem Punkte 
zusammenstossende Kanten und die durch denselben 
Punkt gehende Diagonale in die .vier Axen zu liegen 
kommen. Von vier Kräften aber, welche ihrer Grösse 
und Richtung nach durch diese drei Kanten und die 
Diagonale vorgestellt werden , ist die Kraft in der Dia- 
gonale die Resultante der drei andere. Hiermit das 
vorige Theorem in Verbindung gebracht, kommen wir 
auf den Satz in §• 91. zurfick , der daher von dem vo- 
rigen nur ein besonderer Fall ist. 

• 2) Ist ABCD ein Parallelogramm, so sind die 
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Kräfte AB und AD mit den Kräften ßC und BC 
gleichmrkend, und daher: 

ABlABl + AD[AI}] = BC[BCl + J}C[DC]. 

3) Constrairt man zu einem ebenen Tierecke ABCIk 
(Fig. 13,) ein zweites abcd^ dessen Seiten ab^ 6c^... 
mit den gleichnamigen AB^ BC^... des erstem, und 
dessen Diagonalen ac, bd mit den ungleichilamigen 
BD^ AC des erstem parallel sind, so sind vier Kräfte, 
welche in den Tier Seiten der einen Vierecks wirken, 
und deren Intensitäten sich wie die entsprechenden 
Seiten des andern verhalten, im Gleichgewichte (f. 29.) ; 
folglich: 

ab[AB\+bc[BC]+cd[CD\+da[DA\=Oy sowie 
AB[ab]+BC[bc\+CBlcd]+DA[da]=0^ 

zwei Gleichungen, deren fede die Relation zwischen den 
Momenten für irgend vier in einer Ebene gelegene Axen 
darstellt. 

§. 95. 

Folgerungen, a« Ist in dem zweiten Beispiele des 
vorigen §• ß der Nullpunkt der Ebene des Parallelo- 
gramms ABCJOy so ist [AD]=Oj [DCI = 0^ und 
die Formel wird: 

AB[AB\ = BC[BC\; 

folglich verhalten sich die Momente [AB] und [BC\y 
wie BC und ABj d. i. wie die Abstände der Linien 
AB und BC von D^ also: » 

Von je xwei m einer Ebene liegenden Axen sind 
die Momente den Abständen der Axen vom Nullpunkte 
der Ebene proportional y mo dassy wenn man um den 
NuUpunkty ah Mittelpunkty Kreise in der Ebene 
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ieichreiit^ alle Axen^ welche einen' und deneetbem 
Kreit berithren^ glaiehe Momente habeny und dou 
für Axen^ welche Tangenten vertc^dener Kreü« 
eindy die Utemente eich wie die Balbmeuer der Kreie» 
verhalten, 

b. .Sind daher Aj^, B^ (Fig. 28.) zwei parallele 
Axen, and trägt man auf sie Langen Aa, Bb^ welche 
den Momenten fiir diese Axen proportional sind, se 
DiuBB in der Geraden Dlf^ welche durch den Sahnei> 
depunkt D der Geraden AB und ab parallel mit den 
Axen gezogen wird, der Nullpunkt der Ebene der Axen 
liegen. Denn die Abstände der A^ und B'B von irgend 
einem Punkte dieser, und nur dieser, Geraden DJy ■ 
Terbaken sich wie Aa und Bb. In Bezug auf ///>', 
als Axe, ist daher das Moment null, und für Je zwei 
mit ßjy parallele und |n einer Ebene gelegene Axoi 
sind die Momente den Abständen der Axen Ton JDjy 
propottional. Fiir eine dritte mit Au^ und BB" paral* 
lele und mit ihnen in derselben Ebene liegende Ax0 ' 
C7C,^die tod AB in € und von ab in e gesdinitten • 
vird, ist fblglioh das Moment proportional mit Ce. 

c. Auf ähnliobe Art, wie hiernach aus den Momen- 
ten fiir zwei parallele Axen das Moment furjededritt« 
mit ihnen parallele und in derselben Ebene enthaltene 
Axe gefunden werden kann, läset siah aurh aus den 
Momenten Aoy Bb, Cc (Fig. 29.) für drei parallele 
und nicht in einer Ebene liegende Axen das Moment 
für jede vierte mit ihnen parallele Axe p überhaupt ' 
bestimmen. — Eine durch Ao nnd Bb gelegte Ebens 
and eine durch Ce nnd p gelegte mfigen «oh in der 
Geraden q schneiden, die mit den vier Axen Aay.p 
parallel seyn «lird. Sind daher F und / die purtdi- 
Bohnitte TOB ^ mi AB mid ai, so ist jpy das Moment 
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for f 9 und eben so, wenn p ron CF nnd ef resp* in 
^ und g getroffen wird, Og das Moment fax p. Es 
Ii^;t abor & mit ^, ^, C^ nnd ^mita, ^, e in einer 
Ebene, welebes folgende noch kürzere Regel giebt: Man 
lege durdi A^ B^ C eine Ebene nnd eine zweite doreb 
my iy Cy uid wonn diese Ebenen die Tierte Axe 79 resp. 
in €f nnd g sebneiden, so ist Gg das for p gesncbte 
Moment. 

Sind dabor von drd parallelen aber niebt in «ner 
B»«ie fiegenden Axen die Momente einander gleieb, 
ao ist aneb das Moment jeder ^«ten mit ibnen paral- 
lelen Are Ton derselben Grosse-, indem dann jene zwei 
Ebenen rine parallele Lage haben. Sind aber die drd 
Momente nngleidi, so scbnddra sieb die zwei Ebenol, 
und wenn man dnreb ibre Dnrehschnittslinie eine Ebene a 
parallel mit den Axen Aaj • . . legt, so ist Ton jeder 
mit Amy . • . parallelen Axe das Moment dem Abstände 
der Axe von o proportionaL ADe Axen, die parallel 
■ut Amy • • • nnd in einer nnd dwselben mit «parallelen 
Ebene entbalten sind, beben dabor einander g^eiciie 
Momente. Jede in « aelbst fhll^ide nnd mit ^«, ... 
parallde Axe hat einMwnent =€l DerNnUpnnktder 
Ebene «ist daher nnendlidi entfernt nnd fiegt naeh 
der dnroh die Parallelen ^«,... bestimmten Riehlnng. 
Die Ebene o ist fUgfieb nut der Hanptfinie des S jst e nu 
paraUel (f. 87. 10.). 

§. 96. 

Znsatz. Ans dem Salze des vorigen §., dass 
die Momente fnr Axen, die in einer Ebene liegen, 
äeh wie die Abetinde der Axen vom NnDpnnkte der 
Ebena Teihalten, ffieast eine leiehte Metbede, nm aas 
den M o menten dreier Axen in einer Ebene, die nidit 
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alle drei mit einander parallel sind, oder tioh in einem 
Punkte schneiden 5 den Nullpunkt der Ebene und damit 
das Moment für jede vierte Aze der Ebene zu finden» 
Sey ABC (Fig. 30.) das von den Richtungen der drei 
Axen gebildete Dreieck, (von welchem die eine Ecke auch 
unendlich entfernt seyn kann',) und die Momente die- 
dieser nach BCy CA^ AB gerichteten Axen sejeny^ 
g^ h. Man coDstruire ein zweites Dreieck AlBO^ 
dessen Seiten B^Cy... mit den gleichnamigen BCy.., 
des erstem | parallel laufen und von BC^... sich in 
Abständen befinden, die den Momenten/^, g^ h pro- 
portional sind. Da hiernach die Abstände des Punktes 
A' von CA und AB sich wie g tm h verhalten, und 
in demselben Verhältnisse die Abstände jedes andern 
Punktes der Linie AA\ und nur dieser, von CA und 
AB sind, so muss jenem Satze zufolge der Nullpunkt 
der Ebene in AJP^ und aus ähnlichem Grunde auch in 
BV und CCy Uegen. Die drei Geraden AA\ BB^ 
CO schneiden sich daher in einem Punkte iV^ im Null- 
punkte der Ebene, und das Moment für jede vierte 
Axe der Ebene verhält sich z. B. zu fy wie der Abstand 
der vierten Axe von N zum Abstände der Axe BC 
von N. 

Beiläufig folgt hieraus der auch sonst schon be- 
kannte geometrische Satz, dass bei zwei ähnlichen und 
ähnlich liegenden Dreiecken die drei Geraden, welche 
die sich entsprechenden Ecken verbinden, sich in einem 
Punkte schneiden. 

— Die Aufgabe, aus den Momenten dreier in einer 
Ebene liegenden Axen das Moment für irgend eine 
vierte Axe der Ebene zu finden, kann auch mittelst 
einer der beiden Formeln in §.M. 3* gelöst werden, 
wie von selbst einleuchtet. iV/y/^o, 
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Nodi eine Losimg der Aufgabe gebt aus der m 
^89. m Ende bemerkten Construotion bervor« Liegen 
nämlieh die Axen, deren Momente gegeben sind, in. 
den Seiten des Dreiecks ABC^ und ist D ein beliebi- 
ger Punkt der Tierten Axe, so erbält man mittebt 
jener Constmotion ans den Momenten der Axen in AB 
und AC das Moment der Axe in AD ^ aus den Mo- 
menten der Axen m AC und BC das Moment der Axe 
in CJ}y und aus den Momenten der Axen in AD und 
CD das Moment der vierten Axe selbst — Hiermit 
ergeben sieb zugleich einige geometrisohe SäUe, bm 
deren Entwiokelung ich mich aber nicht aufhalten wilL 

§.97. 

Die im Vorhergehenden erhaltenen Relationen zwi- 
edien den Momenten eines Systems in Bezug auf meh- 
rere Axen fanden nur dann statt, wenn Kräfte bestimmt 
werden konnten, welche, nach den Axen wirkend, ein- 
ander das Gleichgewicht hielten. Die Relationen selbst 
waren von linearer Form, und jene Kräfte traten daria 
als CoefBcienten der Momente auf. Es entsteht nun 
die Frage, ob nicht auch dann, wenn ein solches Gleich- 
gewicht nicht möglich ist, Relationen, wenn auch von 
anderer, als linearer Form, zwischen den Momenten 
sich angeben lassen. 

Dm dieses zu untersuchen, wollen wir mehrere 
Axen in solcher Anzahl = #», undln solcher Lage gegen 
einander Toraussetzen, dass zwischen den auf sie be* 
aegenen Momenten irgend eines Systems von E^räften 
etets eine Gleichung, und nur eine, statt findet Fär 
ein System iST seyen dieee n Momente =j9r, JtfV Jlf^...; 
für ein beliebiges andere S^ seyen sie z=iM+N^ 
Mr+ßr,M''+N''j.... Naoh der Natur der Momente 
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werden alsdann für ein drittes System ^ welches aus 
den Kräften von S^ und den direct enfgegengesetztea 
von S besteht 9 die Momente in Bezng auf dieselben 
nAxen^ =JVy N^^ N^\... seyn. Besteht daheim die 
gesuchte jBIeichung das einemal zwischen M^ XP^ . , • 
und das andremal zwischen JU+JV^ JtT + N'y., so 
muss sie auch bestehen zwischen JVy JVy • • • , d. i. wenn 
man für ilf, ilT, • • • die Incremente setzte welche diese 
Grössen der Gleichung d^ufolge haben können. Wie die 
Analysis lehrt, ist dieses aber nur dann möglich, wenn 
die Gleichung von der linearen Form pM+p'JSt^-^p^'JIP^ 
+ . . • = ist, ^o py p\ p'\ » • • Zahlen Torstellen, die 
Ton einem Systeme & zum andern in constanten Ver- 
hältnissen zu einander stehen*). 

Um diese constanten Verhältnisse zu bestimmen, 
setze man, das System S bestehe aus einer einzigen 



*) In der That, sind z« B« drei Veränderliche xp, y^ s durch 
eine Gleichnng z = fiaf, y) mit einander verbanden , so ist die all-* 
gemeine Gleichnng zwischen ihren Incrementen ^fm^ Ay^ /iz\ 

Jz=pAx'\'qAy'¥irAx^'J\rsAwAy'{*^tAy*'J^t,, 

wo Pf q, r, 8y f, ••• die ans der Gleichung zessf(af, y} za bestim- 
mendeh Differentialqnotienten 

dz dz d^z d^z d^z 
dar' dy' dx*' dxdy^ dy^***' 

bezeichnen. SoU nun zwischen den Ijcrementen dieselbe Gleichung, 
wie zwischen d?, y^ z, statt finden» soll also /^z bloss Ton /fw und* 
^/y, nicht aber von x und y abhangen, so müssen auch' in jener alk 
gemeinen Gleichnng der Incremente die Coeffidenten p, q^ r, t, !,••• 
unabhängig von x und y, folglich constant seyn« Sind aber p und q 
constant, so sind alle folgenden r, s, f , . • • nnU. Hiemach ist die 
Gleichung' zwischen den Incrementen : 

/fz^BspJx^q^yf * 

and damit die Gleichung ^wischen »^ y% % sdbst: 

Mt^pm^qy^ 
wo-f und q constant sind« 



172 , Bnter Theil« Seefastet K^iteL 

Kraft Abdann sind JU^ M^ . • • £e (sechsfachen) Pj- 
ramiden, welche diese eine Kraft jS> zur gemeinsdiaft- 
lichen Kante und die der Längeneinheit gleichen n Azen 
zn gegenüberstehenden Kanten haben. Die Producta 
pM^ f/STj... sind folglich Pyramiden, die man erhält^ 
wenn man in den Torigen die mit den Axen zusammen- 
fiftllenden Kanten resp. ^=p^ p\...^ statt =1, nimmt; 
folglich auch die Momente von Kräfteq p^ p'^*^ welche 
in den nAxen wirken , in Bezug auf eine in der Rid^ 
tung von jS> liegende Axe« Da nun die Summe dieser 
Momente fiir jede Lage von S null seyn soll, so müssen 
die Kräfte p^ p\.... einander das Gleichgewicht halten. 

Sind demnach mehrere Axen in Molclter Anxahl 
= n und in solcher hage gegen einander verhandeny 

dasM die Momente Mj ÜT, • . • Jtf^*"" ^ /isr n — 1 ifor- 
eelben nach der Beschaffenheit des Systeme ^ welches 
auf sie bezogen wird^ alle möglichen Werthe haben 

können^ das Moment M^*^ ' für die nte Axe aber 
durch jene i»— 1 Momente bestimmt wirdy so ist die 
deshalb zwischen den n Momenten stattfindende Glei- 
chung von der linearen Form: 

pM+p'M' + ...+p^'"'^^ M^'"'^^=Oy 
und Kräftey welche die Richtungen der n Axen haben 

und sich wie die Coeffidenten p^ />',... /> v^r- 

halten^ sind mit einander im Gleichgewichte^ 

Sind folglich — so können wir hieraus noch schlie- 
ssen^— * die Momente für irgend i>— 1 Axen ron ein- 
ander unabhängig, und lassen rieh fiir die n — 1 Axen 
und eine rate keine Kräfte angeben, welche, nach ihnen 
wirkend, einander das Gleichgewicht halten, so ist auch 
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das Moment fiir die #»te Axe von den Momenten für 
die n — 1 erstem unabhängig. 

Dieselbe Folgerung gilt aber auch dann noch, wenn 
die Momente fiir die n — 1 erstem Axen, oder für einige 
derselben^ von einander abhängig sind, so dass zwi- 
Bohen ihnen eine oder auch etliche Gleichungen (a^ statt 
finden« Denn gäbe es eine Gleichung (/}) zwischen dem 
#»ten Momente und den übrigen^ so könnte man aus 
{ß) mittelst der Gleichungen (a) so viel der m-*1 erstem 
Momente eliminiren^ dass in {ß) ausser dem ^ten Mo- 
mente nur solche zuriickbliebenj welche von einander 
unabhängig wären , und es mfissten dann Kräfte^ nach 
den Axen dieser Momente wirkend, mit der Kraft in 
der nten Axe im Gleichgewichte seyn können, welches 
gegen die Voraussetzung streitet; überhaupt also: . 

Je nachdem sich für die Mtc/itungen gegebener 
Axen Kräfte^ die im Gleichgewichte mit einander 
sindy angeben lotsen^ oder nichty findet auch xwikchen 
den Momenten eines System* in Bexug auf diese 
Ajcen Abhangigkeity oder keine^ statte 

f 98. 

Nach den Ergebnisssen des vorigen §. ist die Un- 
tersuchung über die gegenseitige Abhängigkeit zwischen 
den Momenten eines Systems in Bezug auf gegebene 
Axen in jedem Falle auf die Beantwortung der Frage 
zurückgebracht: Welches muss die gegenseitige Lage 
einer gegebenen Anzahl gerader Linien seyn, wenn 
Kräfte sollen gefunden werden können, welche, nach 
diesen Linien wirkend, einander dai^ Gleichgewicht 
halten I 

Wir gej^en, um diese schon an sich nicht unin- 
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teremante Frage zn beantworten, von den sechs all- 
gemeinen Bedingungen des Gleiobgewiohts aus: 

^''^ li;=o, üf=0, iV^=0, *®^'^ 

WO, wenn P^ P'^ • . • die Kräfte des Systems und %XyV^9 
9% /^ '^^\*** die Winkel bezeichnen, welche die Rich- 
tungen von P$ /^;«.. mit den drei Axen eines recht- 
winkligen Coordinatensjstems machen, und wenn (o:, 
y, £) , (j/, y^y ^0> • • • beliebige in den Richtungen von 
Py P'y... genommene Punkte sind: 

ji = SPoo&(py JB=:SPoosx9 C=zSPeoB^i/ 

£/:=:SP(yOOByj — J6C0SJ|^), Jtt=:s2P{xOOSf''-^j;OOBXl/)^ 

iV= 2P{a;Qosx — y cosy). 

Aus dem Früheren wissen wir, dass zwischen zwei 
Kräften nur dann Gleichgewicht herrschen kann, wenn 
ihre Richtungen in eine und dieselbe Gerade fallen 
(§.4. I.)> und zwischen drei Kräften nur dann, wenn 
ihre Richtui^gen in einer und derselben Ebene liegen 
(vergL §• 85. 1.) und sich darin entweder in einem 
Punkte schneiden oder einander parallel sind. Dasselbe 
muss sich auch aus den Gleichungen (a) folgern lassen. 
Doch wollen wir uns bei den hierzu nöthigen Rechnun- 
gen nicht aufhalten, sondern sogleich zu dem Falle 
. übergehen, wenn 

1) das System aus 4 Ejräften besteht. Eliminurt 
man diese 4 Kräfte aus den Gleichungen (a), so blei- 
ben, weil in (a) nur die gegenseitigen Verhältnisse der 
Ejräfte vorkommen, 3 Gleichungen, sie mögen {6) heissen, 
— * zwischen den die Richtungen der Tier Ejräfte be- 
stimmenden Grössen Xy y, Xy % Xy V^y ^9*** '^'^ zurück. 
Diese Gleichungen {jS) geben daher für die gegenseitige 
Lage der 4 Richtung» die Bedingungen an, unter 
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d«nen es möglich ist, dags 4 nach diesen Richtungen 
wirkende Kräfte sich das Gleichgewicht halten können. 

Nun wird die Lage eio^ geraden Linie im Räume 
im Allgemeinen durch 4 Constanten bestimmt, z. B. 
die Richtung der Kraft P durch die zwei Coordinaten 
Xj y ihres Durchschnitts mit der Ebene der Xj y^ und 
durch die zwei Winkel g> und Xy welche P mit den 
Axen der x und y maold;. Die Lage einer Geraden 
ist daher als bestimmt anzusehen, wenn zwischen diesen 
4 Constanten 4 Gleichungen nge^jgeben sind. Zu einer 
solchen Gldchung fiihrt unter andern die Bedingung, 
dass die Gerade eine andere gegeben^e Linie schnei- 
den soll; zu zwei solchen Gleichungen die Bedingung^ 
dass die Gerade durch einen gegebenen Punkt gtshen, 
oder in einer gegebenen Ebene; liegen solL, 

, Bezeichnen wir daher die Riohtungen der vier Kräfte 
mit a, 6y c^ d und nehmen a, by c alf willkührlicb 
gegeben an, so haben wir für die Bestimmung der 4 
Constanten von <if die 3 Gleichungen (^), und wir kön-, 
nen daher nach Willkühr noch eine 4te Gleichung hin- 
zusetzen, welche z. B. die Bedingung ausdrückt, dass 
d eine gegebene Gerade / schneiden soll. Dies führt 
zu der bestimmten Aufgabe : 

I. Zu drei gegebenen Riehtungen 0^ b^ c eine 
ffierte d »u /mden^ welche eine noch andere gege» 
bene Gerade l schneidet^ dergest€dty dass sich vier 
Kräfte angeben lassen^ welche^ fmch diesen vier Rich- 
tungen wirkend y im Gleichgewichte sind. 

2) Bestehe das System aus 5 Kräften« Nach Eli* 
mination derselben aus den 6 Gleichungen (a) erhalt 
man zwei Bedingnngsgleichungen {S) zwischen ihren 
Richtungen. Lässt man daher 4 dieser Richtungen 
gegeben seyn, so muss die 5te 49n 2 Gleichungen iß) 



176 Entei Thett. Secbstea Kapitel. 

Oenuge leisten , und man kann daher zur vollständigen 
Bestimmung der 4 Constanten der 5ten Richtung noch 
zwei beliebige andere Gleichungen zwischen diesen Gon- 
stanten hinzufügen, wodurch z. B, die Bedingung aus* 
gedrückt wird, dass die 5te Richtung durch einen gege- 
benen Punkt M gehen, oder in einer gegebenen Ebene 
fi liegen soll. Hieraus fliesst die bestimmte Aufgabe: 

IL 2iu vier gegebenen Richtungen a, by c, d 
eine fönße e xu finden^ welche durch einen gegebenen 
PtmktM gehty oder in einer gegebenen Ebene C* ent- 
hielten itty derge$talty dass sich nach diesen fönf 
Richtungen wirkende Kräfte angeben lassen^ welche 
eieh'das Gleichgewicht^ halten. 

' 3) Hat man rin System von 6 Kräften, so geht 
nach Elimination derselben aus (a) eine einzige Glei« 
cfaung [h) zwischen den Richtungen hervor. Hier kön- 
nen also 5 Richtungen beliebig gegeben seyn und für 
die 6te 3 Bedingungen nach Willkühr genommen wer- 
den, z. B. dass die 6te drei gegebene Gerade, oder 
einen gegebenen Punkt und eine gegebene Gerade 
treffen soll. Man hat daher die Aufgabe: 

HI. Zu fünf gegebenen Richtungen a^ b^ Cy dy 
e eine sechste f %u finden^ welche in einer gegebenen 
Ebene {i hegt und darin einen gegebenen Punkt M 
iriffty dergestalt y dass sich nach diesen sechs Rich^ 
tungen wirkende Kräfte u. s. w. 

4) Ist das System aus 7 Ki^äften zusammengesetzt, 
so lassen sich aus (a) je 5 derselben eliminiren, und 
man bekommt damit das Yerhältniss je zweier Kräfte 
zu einander, ausgedrückt durch die Grössen, welche 
die Richtungen der 7 Kräfte bestimmen« 

Sind daher sieben Richtungen gegeben y so ist 
es im Allgemeinen immer mogUchj Kr^te imfinden^ 
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welche^ nach diesen JticAtungen mrkendy einander 
das Gleichgewicht halten. Die Intensität einer dieser 
Kräfte kann nach Willkühr bestimmt werden. 

Aehnlioherweise erhellet^ dass im Allgemeinen fiir 
'8, 9, eto* gegebene Richtungen sich Kräfte im Gleich« 
gewichte finden lassen, und dass yon diesen Kräften 
resp. 2y 3, etc. ihrer Intensität nach wiUkührlich ge* 
nommen werden können« 

f. 99. 

Zusätze, a. Von den drei im yorigen $• gesteil-' 
ten Aufgaben lässt sich die erste, ohne die allgemeinen 
Formeln (a) zu Hülfe zu nehmen, auch folgendergestalt 
durch Construction lösen. Zuerst sieht man leicht, dass 
jede Gerade ^, welche die drei gegebenen Richtungen 
üy b^ Cy zugleich schneidet, auch die vierte d schnei- 
den muss. Denn heissen Py Qy uß, S die nach a, by öy d 
gerichteten Kräfte, so sind in Bezug auf Xy als Axe, 
die Momente von P, Qy R einzeln null (§. 60.), mithin 
muss wegen des CUeichgewichts zwischen P, Qy By S 
i^uch das Moment von S für a: null seyU; dieses ist 
aber nicht anders möglich, als wenn a: der d begegnet. 

Halten sich daher vier Krqfte das Oleichgewichty 
so trifft jede Gerade y welche di/e Richtungen dreier 
der vier Kräfte schneidet y auch die Richtung der 
vierten* 

Es ist aber bekannt, dass, wenn eine Gerade a: 
so fortbewegt wird, dass sie drei andere a, by c fort- 
während schneidet, jede Gerade dy welche drei Ter- 
schiedenen Lagen hy f, k der x begegnet, auch jede 
yierte Lage der x trifft, dass folglich die durch die 
Bewegung der x erzeugte Fläche^ — ein hyperbo- 

12 
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lisohes Hyperboloid, — auch entsteht, wenn d an 
h^ f, k fortgeführt wird. 

Man ziehe demnach drei Gerade k^ #, k^ deren 
jede die Richtungen a, b^ c zugleich schneidet, und die 
Aufgabe ist darauf zurückgebracht: eine Gerade d so 
zu legen, dass sie die vier Geraden ^, f, ky l zugleich 
triflFt. Dieses ist aber im Allgemeinen entweder auf 
doppelte Weise, oder gar nicht möglich ^ je nachdem 
nämlich das durch die Bewegung von x oder d erzengte 
Hyperboloid von der Geraden / entweder in zwei Punic. 
ten, oder gar nicht getroffen wird« Im erstem Falle 
fiihre man die Gerade d an Ay ty k so weit fort, bis 
sie durch den einen oder andern Schneidepunkt geht, 
und sie wird dann die verlangte Lage haben« Im letz- 
teren t^alle aber ist die Lösung der Aufgabe unmöglich. 

Nachdem somit die Richtung von d^ wo möglich, 
bestimmt worden, hat es keine Scjiwierigkeit, die Ver- 
hältnisse zwischen den Kräften P^ Qy R^ S noch aus- 
znmitteln. Man lege die Kräfte parallel mit ihren be- 
kannten Richtungen 0, by Cy d an einen und denselben 
Punkt. Weil dadurch das Gleichgewicht, das zwischen 
ihnen bestehen soll, nicht gestört wird (§• 67. 2.), so 
muss jetzt die Resultante von P und Qy welche T heisse 
der Resultante von R und S gleich und direct entge- 
gengesetzt seyn. Die Richtung von T ergiebt sich hier- 
mit als der Durchschnitt der Ebene, in welcher P und 
Q liegen, mit der T!bene, in welcher R und S sind. 
Nach §. 28. a. kennt man damit die Verhältnisse zwi- 
schen Py Qy Ty SO wie zwischen Ry Sy — T, folglich 
auch die Verhältnisse zwischen Py Qy Ry S selbst. 

b. OhiyB bei^der Lösung der zweiten und dritten 
Angabe zu' verweilen, will ich über diese Aufgaben 
nur folgende Bemerkungen hinzufügen. 
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Da noh bei i^er gegebenen Richtungen a^ 6y c^ d 
zu jedem Punkte M eine, durch ihn gehende fünfte, so 
wie zu jeder Ebene ft eine in ihr liegende fünfte Rieh« 
tung finden lässt, so wird durch alle fuhften Richtungen^ 
die zu .vier gegebenen gefunden werden l^finnen, der 
ganze Raum erfüllt, jedoch so, dass sich im Allgemei- 
nen l^eine zwei derselben schneiden, oder, was dasselbe 
ist, keine zwei in einer Ebene liegen, indem es sonst 
für den Durchschnittspunkt M zwei durch ihn gehende 
fünfte Richtungen e und e^ gäbe, und damit auch jede 
andere durch M gehende und in der Ebene Ton e und 
^1 liegende Gerade f eine fünfte Richtung sejn könnte« 
Sind nämlich P, Q, By Sy T Kräfte, die, nach a, £, c, dy e 
gerichtet, sich das Gleichgewicht halten, und sind die 
nach a, b^ c, «7, e^ gerichteten Kräfte Pj^, Q^, jß^, jS^^, T^ 
ebenfalls im Gleichgewichte, so würden auch die Kräfte 
P + JPn Q+Qi9 R+Rxy S+S, mit .der Resultante 
der nach e und e^ gerichteten Kräfte T und T^ im 
Gleichgewichte sejn* Weil es aber sowohl bei den 
erstem fünf Kräften P, • • • T, als bei den fünf letztem 
Pj • . • Ti , nur auf ihr gegenseitiges Yerhältniss an- 
kommt, so würde man das noch willkührliche Yerhält- 
niss von T zu 7j so bestimmen können , dass die ge- 
dachte Resultante irgend eine durch JU gehende und 
in der Ebene von e und e^ liegende Richtung/* hätte. 

Haben die vier gegebenen Richtungen eine solche 
Lage, dass sich zwei Gerade m und n angeben lassen, 
Ton deren jeder jede der vier Richtungen geschnitten 
wird, so ist die einem Punkte JU zugehörige fünfte 
Richtung e diejeiiige, welche durch üf, die m.nad n zu- 
gleich schneidend, gelegt wird. Denn für m und », als 
Axen, ist das Moment jeder der nach a, bj c, d wir- 
kenden Kräfte null. Mithin muss auch das Moment 

12* 
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da Badi e gmehteteo Kraft m Beug aaf m mvoU, 
ab auf », Doli sejn. 

r. Snd fünf RiditmiMn Oj iy ey d^ e gcgct c i , so 
find alle daraus heimleitendcn sedisten Ridiffl^resy^ 
yi,y>, ...^ wel<die durdi «neu und dflaselbcB PaakI JT 
gAtny ia einer Ebene entbahen. Dem gcaetil, es 
ligen Xy f^y f^ nidit in einer Ebene* Da nan drei 
Kräfte, £e nadi drei sidi in einem PmdEte M acbaci- 
denden and nidit in einer Ebene fixenden Riebtangea 
wirken, immer in solchen Terbahnissen xa tiaindfr 
genommen irerden konnra^ dass ibre dnrdi Jf gebend e 
Resohante irgend eine befiebige Riditnng bat, so vnrde 
ann nadi äbnlidien Sdilässcn, wie TOtbin, Tia dca 
imif Riefatnngen a,...^ zn aUm dnrdi Jf gebend e » 
Ricbtongen äberbanpt, also aneb m allen daorab Jf gebmu- 
den nnd in der Elbene f« entballenen Ricbtnngcn, niebi 
Uass zn einer derselben, wie es fie drftte Aa%abe 
ftrdert, gelangen konnoi. Sind aber die sedstcn Rieb- 
langen, wdde den Punkt Jf treffen, in einer Ebene v 
cnduütea, so ist £e in der Aufgabe geforde i te Rieb- 
tnng der Dttrdischnitt der Ebenen fi and v. 

Aaf äbnEdie Wdse zeigt »ob, dass alle aas o,..«^ 
kemleitenden seefasten Ridtnngen, weldie m einer 
and derselben Ebene ^ liegen, sieb in einoa Pnakte A^ 
dieser Ebene scbnridcn müssen^ und dass Ce m der 
Aufgabe Terlangte Richtung die Crerade MN ist. 

Bei einer soleben Lage der fünf Ricbtangen eml- 
ficb, bei welcher sie sammdich Ton einer CSeraden wm 
geschnitten werden, wird jede aus ihnen bcnaleilende 
Richtung yoo », als Ton einer der Axen, für wdebe 
das Moment der sechs Kräfte null ist, gleiehCillii ge> 
troffen. Die in diesem Falle gesuchte sechste Riditang 
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ist daher die von M. nach deii^ Durofaschnitte von fL 
und m gezogene Gerade. 

f 100- 

Dieselben Bedingungen, die wir somit für die Rich- 
tungen von Kräften gefunden haben, wenn die Kräfte 
sieh das Gleichgewipbt sollen halten können, müssen 
nun auoh für die Richtungen von Axen statt finden, 
wenn zwischen den Momenten irgend eines Systems in 
Bezug auf diese Axen eine Relation bestehen soll, oder, 
was dasselbe ist, wenn das Moment für eine dieser 
Axen ans den Momenten für die übrigen soll hergelei- 
tet werden können. Es findet daher 

1« xwischen den Momenten eine» System» in Be^ 
%ug auf xwei Axen nur dann eine Relation statt^ 
wenn letztere in einer und derselben Geraden liegen. 
Die xwei Momente sind dann einander gleich und 
haben einerlei oder entgegengesetxte Zeichen^ nac/^ 
dem die Axen einerlei oder entgegengesetzte j^ich* 
tungen haben. 

2. Zwiscf^en den Momenten in Bexug auf drei 
Axeny von denen keine xwei in dieselbe Gerade fallen^ ^ 
giebt es nur dann^ und dann immer y eine Relation^ 
wenn die drei Axen in einer Ebene liegen und sich 
darin entweder in einem Punkte schneiden (§• 89.), 
oder einander parallel sind (§• 95« ^•). 

3. Sind di^ Momente dreier Axen von eithander 
unabhängige so kann aus ihnen das Moment für jede 
vierte bestimmt werden^ welc/te gegen die erstem drei 
eine solche Lf^ge hat^ da§s jede Gerade^ - welche 
erstere drei schneidet^ auch der vierten Axe be'- 
gegnet. 
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Von den Momenten dreier Axen, die in einer Ebene 
liegen, aber sich nicht in einem Punkte schneiden, ist 
daher das Moment jeder vierten Axe in der Ebene ab- 
hängig (§• 96.), und aus den Momenten dreier Axen, 
die sich in einem Punkte schneiden, aber nicht in einer 
Ebene liegen, kann das Moment für jede vierte den 
Punkt treffende Axe gefunden werden (§• 89. u. §• 91*). 
Wenn keine von drei Axen die andere schneidet, so ist 
von ihren Momenten das Moment jeder vierten* abhängig, 
welche zu den drei erstem eine hyperboloidische Lage 
hat (§. 99« a.). 



4. Bei mer Axen^ die rüeknchüich der auf tie 
öexogenen Momente von einander unnAhängig sindy 
gieöt es für jeden Punkt eine durch ihn gehende^ 
und für jede Ebene eine in ihr liegende^ Axe^ deren 
Moment aus den Momenten der vier erstem bestimmt 
werden kann (^. 99« £.)* 

Wird jede der vier Azen von denselben zwei Ge- 
raden getroffen, so sind von ihnen alle diejenigen, und 
keine anderen, abhängig, welche gleichfalls von diesen 
. Geraden geschnitten werden. 

5. Bei fünf von einander unabhängigen Axen 
giebt es für jeden Punkt eine durch Hu% gehende 
Ebene y und für jede Ebene einefi in ihr liegenden 
Punkt dergestalt^ dass aus den Momenten für erstere 

fünf Axen das Moment für jede durch den Punkt 
gehende und in der Ebene fsugleich enthaltene Axe 
gefunden werden kann (§• 99* ^•)« 

Werden die fünf Azen von einer und derselben 
Geraden geschnitten, so sind von ihnen alle diejenigen, 
und keine anderen, abhängig, w^ohe dieser Gwaden 
ebenfalls begegneif. 



• 
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6« Aus den Momenten für sechs van einander 
unabhängige Axen kann dßä Moment für jede sie^ 
bente gejiinden werden (§• 98. zu Ende), 

$. 101. 

Zusatz. Da die Gleichung zwisohea den von ein- 
ander abhängigen Momenten von linearer Form ist und 
darin kein von den Momenten freies Glied vorkömmt 
(§• 97.) so sohliessen wir noch, dass wenn von den 
n — 1 Momenten, woraus sich ein nies bestimmen lässt, 
jedes =0 ist, aueh <^as ^te =0 sejn muss. 

Sind also die Momente für 6 von einander unab- 
hängige Axen einzeln =0, «o ist es auch das Moment 
jeder 7ten, und es herrscht Gleichgewicht. Eben so, 
wie bei einem Systeme von Kräften in einer Ebene 
daraus, dass die Momente des Systems für 3 nicht in 
einer Geraden liegende Punkte der Ebene ac^O waren, 
die Nullität des Moments für jeden andern Punkt der 
Ebene, und somit das Gleichgewicht des Systems, sich 
folgern liess (§. 33« A/), kann also bei einem System 
im Räume auf die Nullität aller Momente und somit 
mif das Gleichgewicht geschlossen werden, wenn man 
weiss, dass für irgend 6 von einander unabhängige Axen 
die Momente einzeln =0 sind. — Dasselbe ergiebt 
Mch auch aus dem allgemeinen Ausdrucke für das Mo- 
ment eines Systems im Räume (§. 65.): 
F{ij—gC+hB) + O {M—hA+fC) +ff{JV^fB+gA). 
Denn schon dadurch, dass man denselben für 6 ver<« 
schiedene Axen, also für 6 verschiedene Systeme zu- 
sammengehöriger Werflie von f gj hy Fy (r, Hy null 
setzt, gelangt man zu den 6 Bedingungen des Gleich- 
gewichts: ^=0,...iV=sCt 

Wenn femer in Bezug auf 5 von einander unab- 
hängige Axen die Momente eines nicht im Gleichgewichte 
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befindlichen Systems einzeln =0 sind^ so sind es auch 
die Momente aller andern, Ton erstem fünf abhängigen 
Axen, nicht aber das Moment einer Axe, «TFelohe yon 
ihnen unabhängig ist, indem sonst nach dem Vorher- 
gehenden das System im Gleichgewichte wäre, gegen 
die Voraussetzung« Aus 5 von einander unabhängigen 
Axen, deren Momente =0 sind, lassen sich daher alle 
fibrigen Axen, die ein Moment =0 haben, finden. — 
Eben so, wie alle durch einea Punkt gehenden Axen, 
deren Momente null sind, in einer Ebene liegen (f. 84«), 
müssen daher auch alle in einem Punkte zusammen, 
treffenden Axen überhaupt, deren Momente aus den 
Momenten für 5 Ton einander unabhängige Axen ge- 
fonden werden können, in einer Ebene enthalten seyn, 
u« & w. (Vergl. vor. f.) 

§. 102. 

Die Bedingungen unter denen sich fiir 4, 5 oder 6 
Richtungen Kräfte finden lassen, die mit einander im 
Gleichgewichte sind, so wie die Verhältnisse zwischen den 
sich das Gleichgewicht haltenden Kräften selbst, können 
ausser den im Obigen angezeigten Verfahrungsweisen, 
noch auf eine andere Art hergeleitet werden, die sich 
unmittelbar auf den das Gleichgewicht im Räume be- 
treffenden Hauptsatz (§• 58;) gründet und wegen der 
Einfachheit, mit welcher sie die gesuchten Resultate 
liefert, eine nähere Anzeige verdient. Es wird hin- 
reichen, wenn ich diese Methode an dem Falle erläu- 
tere, wenn das System nur aus vier Kräften besteht« 

Seyen daher P, Q, iZ, j9 vier Kräfte, zwischen 
denen Gleichgewicht herrschen solL Stellt man diese 
Ij^äfte durch Linien dar, bezeichnet durch x ir- 
gend eine andere Linie von bestimmter Länge, und 
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drückt durch Px u. 8. v. die Pyramiden aus, welche 
P und X Vi» s. w. zu gegenüberliegenden Kanten haben, 
80 ist jenem Hauptsatze zufolge: 

(1) ..• Px^Qx^Rx^Sx=^% 
welches auch die Lage und Länge von a: sejn mag. 

Man nehme nun in den Richtungen von P^ Q^ R^ S 
Abschnitte a, b^Cy dyon beliebiger Länge, so ist ($• 91. 1) 

Pxzss—. ax. etc. wo i$x die durch die Geraden a und x 

'. ** 
bestimmte Pyramide vorstellt, und es wird die vorige 

Gleichung, wenn man noch der Kürze willen 

\^. p a B S 

settzt: (3) ^•. p.ax+y. bx'\rr. c^+*. rf^=0. 
Man lasse jetzt die noch unbestimmte Gerade x 
nach und nach mit a, by Oj d identisch werden, so er- 
hält man, weil die Pyramiden oa, bb null sind, und 
ab=bay u. s. w. ist (§• 72. zu Ende.): 

f. ab+r. ac+s. aJ=0, 
fl\ J^' ab+r. bc+s» bdz=^Oy 
]/>• ac+f. 6o+s, cd=% 
p. ad+f. bd+r. <?rf=0, 
vier Gleichungen, welche die gesuchten Bedingungen 
des Gleichgewichts enthalten müssen. 

Eliminirt man r und s das einemal aus den drei 
letzten dieser Gleichungen und das anderemal aus der 
ersten, dritten. und vierten, so kommt: 

(5) .../?. {ab. cd — ae. bd — ad. bc) =2^. bc. bd 

(6) ... 2p. ac. adz=:y {ab. cd — ac. bd-^ad. bc) 
und wenn hieraus noch das Verhältniss pif eliminirt 
wird: 

(7) ... {ab. cd^^ac. bd — ad. äc)^=4 ac. bd. ad. bcj 
welches die Bedingungsgleichung für die gegenseitige 
Lage der vier Richtungen ist. Nach dem bereits in 
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f. 99. Gefandenen kaqn sie daher nichts anderes ^ ab 
die hyperboloidisdie Lage dieser Richtungen ausdrücken. 
Auch lässt sich dies nnter der Yoraussetzimg, dass es 
zwei Gerade t und ^ giebt, deren jede jeder der vier 
Richtungen zugleich begegnet (eb^idas.) folgende^e- 
stalt leicht darthun. 

Schneide die eine dieser Geraden t die Richtungen, 
in denen die Abschnitte a^ 6^ e, d liegen, resp« in jf^ 
Bj Cy D (Fig. 31.), und die andere Gerade ^ tesp. in 
jt\ R^ O^ ly. Man nehme femer die noch unbestimmt 
gelassenen Abschnitte a^by e^ d resp, =iAA\ BB^^ 
CCy Diy. Hiermit werden die Pyramiden abi=zAA' 
BR=—ABA'Ry bo^'-'BCRCy etc. Nach §. 59. 
Zus. ist aber das Sechsfache der Pyramide ABA'ff 
z=iAB^'R. t^ sin 9 9 wo «« den kürzesten Abstand der 
beiden Geraden AB und A'ff^ oder t und lf^ von 
einander, und 9 den Winkel von lf mit t bezeichnet. 
Die Pyramiden ab^ bcy... werden daher proportional 
den Produkten AB, A'R^ BC, RCy • • ^ Substituirt man 
die^ Yerhältnisswertiie in der Gleichung (7) und setzt 
noch zur Abkürzung: 

AB. CD=f, AC. BD^g, AD. BC^h^ 
A'B. ÜD'^f^ A^C.B'iy=^y A'iy. BC^hy 

80 wird die Gleichung : 

Weil aber A^ Bj Cy D in einer Geraden liegen, 
so ist, wie man leicht findet: 

. . if=^S'^K mid ans ahalichem Grunde 

Biermit redudrt sich die Gldchung auf: {ghl --^ K)'^ :=% 
also: 

(4) ••• gih^ss-u'xhl^ii. i. 
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d. h. das y^rhältniss zwischen den Yerhältnisseu, nach 
welchen die Linie A& das einemal in C und das an- 
deremal in D geschnitten wird, ist dem. eben so durch 
die Punkte A\ R^ C\ ly bestimmten Verhältnisse gleich« 
Wie bekannt, ist dies aber das charakteristische Merk- 
mal, bei welchem ausser t und f auch jede dritte Ge- 
rade, welche dreien der yier Geraden AJtj BR^ C(j^ 
Dlß begegnet, zugleich die vierte triflft*). 

Mittelst der Abschnitte AByBC^ • • • AlB^^^ • • • lassen 
sich auch die Verhältnisse zwischen den Kräften seht 
einfach darstellen. Setzt man nämlich noch 

BC.BD^i, BC\Riy=^t\ 

so geht die Gleichung (5) über in: 

und wenn man darin fiir^/^, h aus (a) und {b) ihre 
Werthe setzt: 

folglich •.. piq^—BC.»D'.AC.A!iy^ 

p a Bc A'iy 



d« u 



AAfBR— ACRiy 

BD A'C , , , 



woraus durch gehörige Vertauschung der Buchstaben 
sich die Verhältnisse zwischen je zwei der übrigen 
Kräfte ergeben. 

Zugleich folgt hieraus, dass, wenn die Punkte A^ 
By Cy JD in der genfinnten Ordnung in der Geraden 
t auf einander folgen, und mithin aucH Afy B^f C^, jy 
die Folge der Punkte in der Geraden f ist, und wenn 

*) YergU Steiner Systemat* Entwickel» pag. 193« 
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iPDaoh der Riofatimg .^1^ wirkt, ^ die Riditiiiig -^BB^ 
d. i. VB^ hal. Auf eben die Weise zeigt sidi, dass 
uiter denselben Yoraossetiiiiigen CO die Richtimg tod 
R und MifD die Richtung von i^ ist. 

f. «B. 

Znsätse. o. Nicht je drei Kräfte können auf eine 
«nzige Kraft redncirt werden, also auch nidit mit ein^ 
eimigen Kraft ins Gldchgewicht gebracht werden. Sind 
daher Ton den Richtungen der vier Kräfte Py Qj By S^ 
welche im Gleichgewidite seyn solloi, iigend drei, s. B. 
die Ton /^, ^ By willkührlich gegdien, so können nidit 
auch Pj Q, B selbst nach Belieben genommen werden, 
wid es muss folglich zwischen P^^B und den Grossen, 
welche die gegenseitige Lage der Richtungen dieser 
drei Kräfte bestimmen, eine Relation statt finden. 
Diese Relation ogiebt ach ebenfalls ganz leicht ans 
den Tier Gleidiungen (4). Denn multiplicirt man sie 
der Re3ie nach mit /p, y, r, j und zieht hierauf tob 
der Summe der drei orsten die Tieite ab, so kommt: 

und mit Zuziehung Ton (2): 

welches die gesndite Gleichung ist. Sie drückt aas, 
#a88 die Summe der drei Pjramidmi, wekdie /'mid 9, 
P und Bj Q und B zu g^enubafiegenden ScitCB ha- 

WfCB gegcnnbeifiegeBde Seiten fie Liue /, wdehe in 
• fiült, «rf t mai, M dräefct ^^. mS Ce INmiile 
■BB» £e n g«gMiifcwliag<Me« SwtM mwn liufla kat, 
vdoke m • mai k ftJkB, ad derca Lingot i«^ 
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6. Auf eine andere Weise^ als vorhin gesohah^ 
lassen sieh die Verhältnisse zwischen den' vier Ej*äfi;en 
folgendergestalt darstellen. Man multiplioire wiederam 
die Gleichungen (4) in ihrer Folge mit p^ y^ r, s und 
ziehe dann von der Summe je zweier die Summe der 
beiden andern ab; dies giebt: 

und wenn man je zwej dieser drei Gleichungen mit 
einander multiphcirt: 

/>*• ac. ad=±g'^. bc. bd^ 

/>*. ab* ad^=r^. bc» cd^ 

p^. ab. acssss^» bd. cdy 

folglich .•••/7:^:r:«=s 

|/^c. bd. cd: — yac. ad. cd : yab. ad. bd: — \/ab. ac. bc^ 

PO 

WO nur noch ;^> p •*• für /?, 7) ••• zu setzen sind, ,und 

wo die Vorzeichen so gewählt sind, wie sie statt finden 
müssen, wenn a, 4, e, d die Ordnung ist, in welcher 
diese Linien von einer sie alle zugleich schneidenden 
Geraden getroffen werden. 

Substituirt man diese Verhältnisswerthe von Pyfj.»^ 
in einer der Gleichungen (4), so ergiebt sich: 

yab. cd — yac. bd + yad. bc ;=0, 

welches die Bedingungsgleichung für die hyperboloidi- , 
sehe Lage der vier Geraden a, 4, er, d ist, die, wenn 



*) Nach dem vorhin Bemerkten sind diese drei Gleichungen iden- 
tisch mit: PQ=R8j PRcxs^QS, PS=QRy nnd stellen daher den schon 
in §.72. c gefundenen, yon Chasles entdeckten, Satz dar. Auch ist 
die Scblassfolge, durch welche wir gegenwärtig zn diesem Satze ge- 
langt sind, Ton der dortigen nicht wesentlich verschieden. 
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sie rational gemacht idrd, mit der bereits erhaltenen (7), 

wie gehörig, zusammenfällt. 

e. Durch Substitution derselben Werthe von py 7, r, # 

in (3) erhält man nachstehenden geometrischen Satz: 
Sind Oy 6j c, d vier Gerade Ton beliebigen Län- 
gen und so gelegen, dass jede andere Gerade, wel- 
che drei derselben schneidet, auch die vierte triflFt, 
so findet zwischen den Pyramiden axy bxy cxy dxy 
welche eine beliebige fünfte Gerade x zur gemein- 
schaftlichen Kante und a, by c, d zu gegenüberlie- 
genden Kanten haben, immer eine lineare Relation 
statt. Es ist nämlich: 

\bc7bdicd. ax — }fac. ad. cd. bx + y/ah. ad. bd. esc 

— \ab. ac. bc. dx=0. 

d. Heissen jET, Z/, Sfy N die Momente irgend eines 
Systems in Bezug auf vier Axen, welche resp. in die 
byperboloidisch gelegenen Linien 0, by Cy d fallen ^ so 
bekommt man die Relation zwischen diesen Momenten, 
wenn maa in letzterer Gleichung für axy bxy exy dx 
resp* a.Ky b.Ly e.My d.JV aeizU 



Siebentes KapiteL 

Yon den Mittelpunkten der Kräfte. 

f. IM. 

Bei allen bisherigen Untersuchungen über Systeme 
von Kräften, die auf einen firei beweglidien festen 
Körper wirken, zogen wir bloss die Intensitäten und 
die Riditnngen der Kräfte in Betradit) liesseo aber 
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die Angriffspunkte 9 oder die Punkte der Richtungep^ 
auf welche die Kräfte zunächst ihre Wirkung äusserten^ 
unberücksichtigt, indem nach f. 14. a. eine Elrafi: ohne 
Aenderung ihrer Wirkung auf jeden Punkt ihrer Rich- 
tung verlegt werden konnte. In den noch folgenden 
Kapiteln dieses ersten Theils der Statik Verden aber 
die Angriffspunkte der Kräfte stets mit in Rücksicht 
genommen werden. Wir werden uns nämlich vorstellen, 
das» die Lage des frei beweglichen festen Körpers, 
öder, was dasselbe ist: die Lage des frei beweglichen 
Systems der in unveränderlichen Entfernungen von em- 
ander stehenden Angriffspunkte, auf irgend eine Weise 
geändert werde, wäh^rend die Kräfte mit unveränder- 
ter Intensität und nach Richtungen, die ihren anfäng- 
lichen parallel sind, auf die Angriffspunkte zu wirken 
fortfahren. Wir werden sodann untersuchen, ob und 
inwiefern durch diese Aenderung der Lage des Körpers 
die Wirkung der Kräfte sich ändert 

Haben die Kräfte anfänglich eine einfache Resul- 
tante, und findet es sich, dass bei jeder beliebigen 
Aenderung der Lage des Körper? die auf die anflUig- 
lichen Angriffspunkte parallel mit ihren anfänglichen 
Richtungen fortwirkenden Kräfte sich immer auf eine 
einfache Kraft reduciren lassen, und dass die Richtung 
dieser Resultante fortwährend einem und demselben 
Punkte ies Körpers, oder allgemeiner: einem Punkte, 
welcher gegen ^ie Angriffspunkte eine unveränderliche 
Lage hat, begegnet, so soll dieser Punkt der Mittel- 
punkt der Kräfte heissen. Bringt man an ihm eine 
der Resultante gleiche aber entgegengesetzte Kraft an, 
80 erfolgt Gleichgewicht, das auch bei beliebiger Ver- 
änderung der Lage des Körpers fortdauern wird. Eben 
so wird Gleichgewicht entstehen, wenn man den Mittel* 
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f. lOS. 

Aitf xwciPnkte^ndiV (Fig. 32.) oDesKaipen 
viikcB xwci pvaUde Kräfte P ond <?, wdche Uis 
Paar aasaMchca and dalier eiae aut ihrer Bicht— g 
^eidifidla parallele Resoltante X=F+Q kakciL Maa 
Acile £e Gerade ^j9 ia J7 aach dem TeAättaiaae 
AHiBB=QzP^ wobei J7 zvisdicB eder 
A aad J? fiUt, jeaacbdem P and einerlei odi 
aeliiedene ZmheDj d. h« einerlei oder enlg^ e agemrt ale 
Bichfang kakciL Die Resaltante X triffi abdaaa 
Punkt H des Korpus (f. 26. a.), welches auch 
Winkel ist, den die Kräfte P und <{ mit der Geraden 
jiB biUen, wie ftdg^ch aoch die Lage des Körpers 
geaadert werden mag, wenn nur die Kräfte P aad 4t 
paraDel mit einander die Pnnkte jl und B des Körpers 
n treffen fortfahren; H ist folglich der ifittrlpwnkt 
der parallelen Kräfte PondQ, and wir folgen darans: 

Zwei parallele Krä/ie, die keim Paar Hidem^ 
haben ehun Mitteljnmkt. Er Hegt wut den AM^gnffk- 
ftunkten der beiden Kräfte in einer Geraden mmd 
eeine Abeiande ven den Angriffepunkten fferkmhen 
eieh umgekehrt wie die den letztem xngekir ige m 
Kräfte. 

Kommt zn den zwei Kräften Pj Q eine dritte ihncB 
paraDele Kraft R lunn, deren Angriffiponkt C ist, 
md ist By wie Torhin, der MHtrlpnnkt d^ 
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erstem 9 «o sind alle drei Kräfte gleichvirkend mit 
den zwei auf i^ und C geriohteteii Xy^^P^Q^ und 
Ry folglieh gleichwirkend mit der einzigen auf / ge^» 
richteten Kraft XJ^Ily = PJ^QJ^B^ wenn HC in / 
nach dem Yerhältnisse HJiIC=^RiP+Q getheilt wird« 
Der Pnnkt / der Ebene ABC^ dessen Lage gegen 
Ay By C unr von der gegenseitigen Lage dieser Punkte 
und von den Yerjiältnissen zwischen den Intensitäten 
der Kräfte Py Qy R abhängt, ist daher der Mittelpunkt 
dieser Kräfte. 

Hat man vier parallele Kräfte PyQyR,Sy welche 
auf die Punkte Ay By Cy D eines Körpers wirken, so 
bestimme man wie vorhin den Mittelpunkt / der drei 
Kräfte P^ Qy Ry und schneide die Gerade IDy welche 
ihn mit dem Augriffspunkte D der vierten jS» verbindet, in 
K nach dem Yerhältnisse IK\ KD = S : /*+ d^R. 
Eine durch K parallel mit /*, .• gelegte Kraft =£ 
P+Q+jß+iSi ist dann immer die Resultante der vier 
Kräfte, K selbst folglich ihr Mittelpunkt 

Auf gleiche Weise kann man auch bei einem Sy- 
steme von fünf und mehrern Kräften zu Werke gehen 
nnd daher allgemein scliliessen: 

Bei einem Systeme paralleler Kräfte y die auf 
bestimmte Punkte eines festen Körpers wirken und 
eine einfache Resultante habeny giebt es einen Punkty 
der gegen die Angriffspunkte eine bestimmte Lage 
haty und welchen die Resultante immer trifft y wie 
auch die Lage des Körpers gegen die Kräfte geändert 
werden magy -^ den Mittelpunkt der parallelen 
Kräfte. ^ ' 
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f. 10& 

Znsätie und Folgerangea. a. Eben so, wie 
der Hittelpiiiikt zveier parallelen Kräfte mit fluva Ao- 
griSsponkten in gerader Linie liegt^ so ist aneli, wem 
üe Angri&pnnkte dreier oder mebr^er parallel«i 
Kräfte m einer Cieradca sind, der Mittelpunkt der 
Kräfte immer in dieser Geraden enthalten. Gleie|ier- 
wetse ist Ton Tier oder mehrem parallelen Kräften, deren 
Angriffspunkte in eine Ebene fallen, der Hktelpnnkt 
in derselben Ebene befiodlich. 

6. Die Folge, in welcher man die Kräfte znr Be- 
stimmung ihres Mittelpunktes nach und nach berück- 
sichtigt, ist wQlkührlicfa. Denn konnte bei einer andern 
Folge ein anderer Blittelpunkt gefunden werden, so 
mässte bei jeder Lageänderung des Körpers die den 
Kräften stets parallele und den einen Mittelpunkt tref- 
fende Resultante immer auch dem andern begegnen, 
welches nicht moglidi isL 

Statt daher bei drei parallelen Kräften /*, 0, My 
weldie auf die Punkte jly By C wirken, zuerst die 
Linie ^i^in H nadi dem Verhältnisse AHiHB=ftiP 
XU tbeilen, kann man auch damit anfangen, dass man 
den in BC liegenden 31ittelpnnkt P der Kräfte Q und R 
durch die Proportion BFi FC =:JtzQ bestimmt. Der 
Pmkt der Linie ^Py welcher sie in dem Verhältnisse 
B + QzP flieilt, muss dann ebenfalls der Mittelpunkt 
J aller drei Kräfte aejn. Die Linien ^P and Cff 
werden sieh daher in / schneiden, und wenn man noch 
CA'utG nadi dem Verhältnisse CGz GjI=PzB tiieUt, 
so wird fie G e rade GB g)eidi&Us durch / gehen. 

Auf gleidie Art erhellet, das^ ^enn man bei vier 
paraDelen Kräften jede der sechs Kanten AB^ BCj... 
der Pyramide ABCDj von welcher die AngriSiponkte 
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der Kräfte die Eckra Bind, ia dem rnngekehrteii Ver- 
hältnisse der auf die Enden der Kante wirkenden tüfktte 
resp« in Hj F^... theiit, jede der sechs dnrch eUie 
Kante und den in der gegenüberliegenden Kante be- 
findlichen Theilpunkt gelegten Ebenen, wie CDB^ 
ADFy etc. den Mittelpunkt K der vier Kräfte enthält, 
und dass sieb daher alle sechs Ebenen in diesem 
Punkte schneiden« 

c. Es verhalten sieh Pi4l=BBiAH 
= die Dreiecke HBC.AHC^BBI.AHIy 
foIgUofa =HBC—HBJ'.AHC—AHIt 
d. i. P.(l=:IBCiICA, 
und eben so Q:M = ICAiIABf d. h. 

Der Mittelpunkt dreier paraUden Kräfte liegt 
in der Ebene der Angriffipunkte «o, da— jede» der 
drei Dreiecke^ welche der Mittelptmkt mit zwei An- 

I 

grifftpunkten bildet ^ der auf den dritten Angrifft- 
punkt wirkenden Kraft proportional itt. 

Bei den vier parallelen Kräften Pf.,S verhalten 
sich 

Pid'.R^ die Dreiecke IBC : JCA ; TAB 

= die Pyramiden JDBCiJDCA-.JDAB 
= . . . IKBCtJKCA'.JKAB 
iole\ieh=IDBC—IKBC'.eU). 

d. i. =:KBBC:KDCAiKDABf naiehenao 
fi'.R'.S ^KACDiKADBiKABCi 

folglich P:€:it:iSf=: 

KBCD X — KCDA : KD AB : — KABCy 

(vergL f. 63. 1.) d. h. 

Bei einem Systeme von vier parallelen KräfUn 
i*t jede Kraft y abgetehe» vom ZeieAen, der Pyra- 
proportionaly welche der Mittelpunkt det Sy- 

13* 
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stsms mit den jingriJ^spunJbeen der drei übrigen 
Kräfte bildet. 

Uebrigens ist die Resultante der vorigen drei Krj&fte 
dem Dreiecke ABC^ und die Resultante dieser vier 
Kräfte der Pyramide ABCD^ aus den Angriffspunkten 
selbst gebildet^ proportional. . 

d. Sind die Kräfte P^ Q, R^ S einander gleich und 
von einerlei^ nicht entgegengesetzter^ Richtung, so ist 
vermöge der Proportionen im vorigen §.: Bff=HAy 
€1=2. /Hy DK=3:K/, also auch C/f=3./iyund 
DI=i.Kff woraus wir die Folgerung ziehens 

Der Mittelpunkt zweier einander gleichen und 
paralleletb Kräfte ist der Mittelpunkt der ihre An- 
grifftpunkte verbi'iidenden Ldnie. — • Vim drei ein* 
ander gleichen und parallelen Kräften liegt der 
Mittelpunkt in dem Dreieck ihrer Angriffspunkte 
soy dass er von jeder Seite des Dreiecksy diese Seite 
als Basis genommen^ um den dritten Theil der Höhs 
entfernt ist. -— Bei vier sich gleichen und parallelen 
Kräften ist der Mittelpunkt van jeder Seitenflache 
der Pyramide der Angriffspunkte ^ wenn man diese 
Fläche als Basis betrachtet^ um den vierten Theil 
der Höhe der Pyramide entfernt. 

Unter derselben Voraussetzung, dass P=Q=Uzsst 



ist, geben die in c« erhaltenen Proportionen folgen- 
den Satz: 

Eben so y wieder Mittelpunkt zweier sich gleichen 
und parallelen Kräfte die Linie xwisclien ihren An^ 
griffspunkten halbirty so wird durch den Mittelpunkt 
drei solcher Kräfte das Dreieck der Angriffspunkte 
in drei einander gleiche Dreiecke^ und durch den 
Mittelpunkt vier solcher Kräfte die Pyramide der 
Ar$griffspunkte in vier gleiche Pyramiden getheilt. 
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e. Die iu §• 105 gegebene Methode , um den Mit- 
telpunkt eineft Systems paralleler Kräfte zu finden, 
lässt sich auch so abändern, dass man zuerst das Sy- 
stem in zwei oder mehrere Systeme zerlegt und von 
jedem dieser Systeme besonders die Resultante und 
den Mittelpunkt bestimmt Die k^räfte des ganzen Sy- 
stems sind alsdann, auch bei jeder beliebigen Ortsver- 
änderung des Körpers, gleichwirkend mit diesen eben- 
falls einander parallelen Resultanten, welche die ge- 
fundenen Mittelpunkte resp, zu Angriffspunkten haben; 
und man wird daher den Mittelpunkt des ganzen Sy- 
stems erhalten, wenn man von den Resultanten der 
einzelnen Systeme und ihren Mittelpunkten, als Angriffs- 
punkten, den Mittelpunkt sucht. 

So kann z. B. von vier einander gleichen und 
parallelen , auf A^.^D wurkenden Kräften Py..S 
(Fig. 32.) der Mittelpunkt K auch so gefunden werden, 
dass man zuerst die Linien AB und CD \n H und L 
halbirt, worauf K der Mittelpunkt der Linie HL seyn 
wird. Denn i^und L sind die den Resultanten von jP, Q 
und JR, 8 zugehörigen Mittelpunkte, mithm u. s. w. Es 
folgt hieraus noch, dass die drei Geraden, welche die 
Blittelpunkte je zweier gegenüberstehender Kanten 
einer dreiseitigen Pyramide verbinden, sich in einem 
Punkte schneiden und daselbst einander halbiren. 

f. 107. 

Bei den im Torhergehenden betrachteten Systemen 
paralleler Kräfte ist immer vorausgesetzt worden, dass 
die Kräfte eine Resultante haben, und folglich ihre 
Summe nicht. =0 ist. Sey jetzt die Summe der Kräfte 
3s=0. Man zerlege das System in zwei Gruppen, bei 
deren kein w die Summe der zugehörigen Kräfte srO, 
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I 

und was^ trenn das System aus mehr als iwei 
besteht) immer anf mehrfache Art möglich ist Die 
Summe der Kräfte der einen Gruppe s^ ssXy also 
die der andern saa—- X) von der erstem Gruppe sey 
Mj von der letztem N der Mittelpunkt Alsdann .ist 
fiir jede Lage des Körpers das System der Kräfte 
gleichwirkend mit einem Paare, dessen Kräfte X «nd 
— X die Angriffspunkte ilf und iV haben. DasMonsent 
dieses Paares ist dem Produot aus X in den Abstand d#8 
einen der beiden Punkte MunAJV von einer durch den 
andern mit den Kräften gelegten Parallele gleich, also 
von einer Lage des Körpers sur andern Teränderlieh» 
Bei einer solchen Lage, wo die Gerade, welche M 
mit JV verbindet, parallel mit den Kräften wird, — und 
solcher Lagen giebt es zwei, einander gerade entge- 
gengesetzte, — ist das Moment des Paares =30, und 
es herrscht Gleichgewicht; und wie man dann auch das 
System in zwei Gruppen zmrtheilt, wird immer dw 
Hittelpunkt der einen mit dem^ der andern, also aach 
der Angriffspunkt jeder einzelnen Kraft mit dem Mit- 
telpunkte der jedesmal übrigen, in einer mit den Kräf- 
ten parallen Geraden liegen. 

Findol sich die beiden Mittdpunkte üf und iV iden- 
tisch, so sind bei jeder Lage des Körpers die Ejräfto 
im Gleichgewicht Es muss folglich auch bei jeder 
andern Zerlegung eines solchen Systems in zwei Gmp- 
pen der Mittelpunkt der einen Gruppe mit dem der 
andern zusammenfallen, so wie der Angrilkpunkt jeder 
innzelnen Kraft der Mittelpunkt der jedesmal übrigen 
seyn« Um ein System dieser Art za erhalten, darf man 
nur zu einem Systeme paralleler Kräfte, welches einai 
Mittelpunkt ha^ eine neue der Resultante des Systeme 
glmche, abw entgegengesetzte BLraft hinzufügen. 
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$• 108. 

Alle die bisher auf synthetisohem Wege el'haltenen 
Resultate lassen sieh aueh sehr leioht analjrtisch her- 
leiten. Seyen von den Kräften jP, JP^ . • ., auf ein Sy- 
stem dreier Coordinatenaxen bezogen^ 4ie Angriffs- 
punkte resp. (^, y, »), (^, y, »'), etc.; {x^y y,, «J 
irgend ein Punkt der Resultante, und a^ b^ c die Pro- 
jectionen einer mit den Kräften parallel laufenden Linie 
auf die drei Axen. Alsdann sind, wenn man noch 

'2xP 2yP 2xP 

(1) . . . Yp-^^y "^F"""^' "TF" ~ ^ *®^*' 

^ a O C 

die Gleichungen dei' Resultante (§• 73.) 

Die Resultante trifft daher den Punkt, desseü 
Coordiuaten $, ^, ^ sind; und da vermöge (1) diese 
Coordinaten bloss von den Intensitäten der Kräfte und den 
Coordinaten der Angriffspunkte, nicht aber von a, by c, 
abhängen, so geht bei unveränderlich bleibenden In- 
tensitäten und Angriffspunkten die Resultante immer 
durch denselben Punkt, wie auch die gegenseitige Lage 
des Systems der Angriffspunkte und der Richtungen 
der parallelen Kräfte sich ändern mag. (^ ^> ist folg- 
lich der Mittelpunkt der Kräfte. 

f. 109. 

Folgerungen« a. Aus den Formeln (1) fliesst 
noch eine sehr einfadie Methode zur Bestimmung des 
Mittelpunkts. Es wird nämlich nach ihnen der Abstand 
des Mittelpunkts von einer beliebig gelegten Ebene 
gefunden, wenn man die Kräfte in die Abstände ihrer 
riesp. Angriffspunkte von dieser Ebene multiplicirt und 
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Ce Soniaie fieser Prodoete durch die Samme der Kräfte 
diridirt Bat man aof diese Weise die Abstände des 
MittdpiniktB Ton drei sieh in einem Pnnkte schneiden- 
den Ebenen bestimmty so ist damit der Mittd^ünkt 
selbst gefanden. 

i. Die Samme der Prodnete ans den Kriften in 
fie Abstände ihrer Angriffsponkte Ton irgend oner 
dnreh den ffittelpnnkt selbst gelegten Ebene ist daho- 

e. Sind die Kräfte insgesaaunt einander ^eidi and 
nach eineriei Seite gerichtet, so ist der Abstand ihres 
IGttelpankts tos fimer bdiebigen Ebene glcidi d^ 
Samme der Abslände ikrer Angrü^Nukte Tsn der- 
adben Ebene, firifirt dnrdi Ce Anzahl der Kräfte, 
also ^dcA dem arithmetisdicn lEttel letzterer Ab- 



d. Liegm die Angiifiqwnkte sämmffieber Kräfte 
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Ebene der x,jr, somnd z^z^, •••=•, fU^oh and 2xP 
nnd r=«, abo der Mitt^akt ia denelben Ebene 
enthalten. Befinden ach aber Ce AngriCiipnBkte ins- 
gffrsammt in einer Gcnden, in der Axe der x znm Bei- 
spiel, an irerden anf gi ci cb e Webe 17 nnd V'=% vad 
Mitte^okt ist c&enfidb in fieser Geraden be- 



e. Biiagt man im Ktte^m^te (S, r^ ;) eines S j- 
rtems paralleler Kräfte P^ Z*^,... eme nene ärer 




im CaeidhitnicAle bkOc Dm 
derCaeiohn^en(l), :Ex^+|(— JEF) =r% m. s. 
n ist het CBsem eelBben «sliirsieme nie 
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Vom Schwerpunkt e. 

f. 110. 

Die Lehre vom Mittelpunkte paralleler Kräfte ge- 
winnt dadurch noch ein besonderes Interesse^ dass auf 
alle Theilchen der auf der Oberfläche unserer Erde 
befindlichen Körper fortwährend Kräfte wirken, deren 
Richtungen vertioal, d.i. reohtwinklich auf der Ober- 
fläche der Erde sind, und die daher bei einem und 
demselben Körper, so wie bei mehreren Körpern, deren 
Dimensionen und gegenseitige Entfernungeu gegen den 
Durchmesser der Erde unbedeutend sind, als einander 
parallel angesehen werden können« Der Mittelpunkt 
aller dieser auf einen )[Lörper wirkenden Kräfte heisst 
der Schwerpunkt, und ihre Resultante das Gewicht 
des Körpers. Indem man sich diese Kräfte als Theile 
einer einzigen sich über alle Theile der Körper ver- 
breitenden Kraft denkt, nennt man letztere die Schwer- 
kraft. 

Die Einwirkung der Sohwericrafl; auf einen Körpet, 
oder das Gewicht desselben, bleibt ^an einem und dem« 
selben Orte für alle Zeiten unverändert und ändert sich 
auch von einem Orte an oder nahe bei der Oberfläche 
der Erde zum andern nur wenig, indem es von dnem 
Punkte des Aequators bis zu dem einen und andern 

1 

Pole nur um t^^ zunimmt, und bei verticalef Ißrhebüng 

d.es Körpers im umgekehrten Verhältnisse des Quadr|tt9 
seiner Entfernung vom Mittelpunkte der Erde abnimmt«: 
Ueberhaupt bleibt das Yerbältniss zwischen de^ $ijB-. 
wichten zweier Körper, die sich an einem und demsel- 
ben Orte der Erde befinden, das nämliche, wenn sie 
beide an einen und denselben andern Ort gebracht 
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Verden. Dieses von dem Orte, wo sieh die Körper 
zugleich befinden 9 unabhängige Verhältiiiss ihrer Ge- 
wichte ist einerlei mit dem^ welches man das Verhält- . 
iiiss ihrer Blassen nennt, und man kann daher auch 
sagen: die auf jeden Theil eines Körpers wirkende 
Schwerkraft sey der Masse des Theils proportional. 

Wenn je zwei Theile eines Körpers, die dem In-> 
halte nach einander glrieh sind, auch gleiche Massen 
haben, so wird der Körper gleichförmig dicht ge- 
nannt Yop zwei gleichförmig dichten Körpern heisst 
die Dichtigkeit des einen das m fache der Dichtigkeit 
des andern, wenn vott zwei dem Inhalte nach gleichen 
Theilen des einen und andern Körpers die Masse des 
einen das mfache der Masse des andern ist. Bei glei- 
chem Inhalte ist daher die Masse der Dichtigkeit pro- 
portional^ und bei ungleichem Inhalte deniProduct ans 
der Dichtigkeit in den lulialt proportional, oder auch 
diesem Prodncte geradezu gleich, wenn man von einem 
gleichförmig dichten Körper, dessen Inhalt =1 und 
dessen Masse =^1 gesetzt worden, auch die Diditig- 
keit =3l setzt. ^ 

f. 111. 

Zur Bestimmung des Schwerpunktes eines Körpers 
£enen ifie Formeln (1) in f. 108. Man denke sich 
den Körper in mehrere andere zerlegt, deren Massen 
sszm, m^y m^\ . . . sejen. Resp. auf die Punkte (<^,y,s), 
i^i j/, ^), (JF% y^j sif^y... dieser Massen lasse man 
nach einerlei Riehtung parallele den Massen proportio- 
nale Kräfte wirkeä, ond sey (^, fj, Q der Mittelpunkt 
dieser Kräfte, so hat man nach jenen Formeln: 



(«) t 



llt«|-m -f-M •^-••. 
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und fthnliofae Gleichungen für ^ und ^ Diese Gleiohvn- 
gen geben Tür $, 17, ^ nach und nach andere Werthe, 
wenn man für (x^ y, x)^ {x^^ y^^ ^9 •• « andere und an- 
dere Punkte der Massen 1», m\^^^ wählt« Ea hört aber 
diese Veränderlichkeit der Werthe von ^, ^, ^ anf, wenn 
man den Körper in unendlich viele Theile zerlegt, 
deren jeder nach allen Dimensionen unendlich klein ist. 
Denn je kleiner man die Dimensionen der Tbeile seyn 
lässt, desto geringer wird der Unterschied zwischen 
den äussersten Werthen, die jede der Coordhiaten. 
OTj fyXyS^^... haben kann ; desto kleiner werden mithin 
düe Aendernngen, welche die Producte mxy mW^ • « . er« 
leiden können, g^gen die Producte selbst; desto mehr 
nähern sich folglich % tjy C gewissen Grenzwerthen^ die 
sie aber erst dann erreichen, wenn die Theilchen un- 
endlich klein geworden sind. Und diese Grentwerthe 
sind die Coordinaten des Schwerpunktes« 

Bezeichnen daher dm die Masse eines nach allen 
Dimensionen unendlich kleinen Elementes des Körpers 
und Xy y, x die Coordinaten dieses Elementes, so sind 
die des Schwerpunktes: 

ij\ ):_/'^^^ ^^fy^^ ^_f%dm 

Es ist aber bei einem föchtwinkligen Coordinaten- 
Systeme, wenn man sich den Körper' durch Ebenen, 
die mit den Coordinatenebenen parallel sind, in unend- 
lich kleine rechtwinklige Paridlelepipeda zerlegt denkt^ 
der Inhalt desjenigen, welches den Coordinaten ^,y,» 
entspricht, ^=^dxdif dx^ und daher, wenn ^ die Dich- 
tigkeit des Körpers im Punkte {Xy y, «) ausdritekt: 

dm^siqdxdySx. 

Diesen Werth von dm hat man nun in {A) zu sub- 
stituuren und hierauf die angedeuteten Integrationen 
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innerhalb der den Körper einsoiiliewenden FUeheiiy 
deren Gleiobongen gegeben seyn niüssen, aaszafohren. 
Die Diehtigkeit q wird dabei ^ ab eine Fonetion tob 
•^9 y» ^ gegeben yoraosgesefzt Jst der Korper ^ioii- 
formig dieht, also ^ constant, so geht ^ ans den For- 
meln (A) heraas; der Schwerponkt ist dann fol|^ieh 
bloss von der Gestalt des Körpers abhängig« 

Aehnlieher Weise kann man anch den Sdiwerponkt 
einer blossen Flache , ja selbst einer Linie an bestim- 
men snoben, indem man sich jedes Element der Fläehe 
oder der Linie, als von einer der Wirkung der Sehw^- 
kraft unterworfenen Blasse gebildet, denkt, einer Hasse, 
die der Grosse des Elements und der daselbst herr- 
schenden Dichtigkeit proportional ist. Die allgemeinen 
Ausdrucke für die Coordioaten des Schwerpunkts einer 
Fläche oder Linie wird man daher erhalten, w«m man 
in den obigen Ausdrücken das einemal 

md das anderemal 

setzt. Die Anwendung dieser allgemeinen Formeln auf 
bestimmte Fälle übergehe ich, da solche Anwendungen 
in den bisherigen Lehrbüchern der Statik zur Genüge 
angetroflFen werden« 

Zusatz. Sind die Massen 01, m^,«.«, in die man 
m&L einm Körper zerlegt denk^ nicht unendlich klein, 
flondem Ton endlicher Grösse, so ergeben sich mittelst 
der Formeln (a) nichtsdestoweniger die Coordinaten des 
Schwerpunktes des fiförpers, wenn nur für (^, y, x), 
(y, y, sf)y ... die Schwerpunkte der einzelnen Massen 
geni^mmen werden. Denn da die auf einen Körper 
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wirkende Schwerkraft bei jeder Yerrückung desselben 
gleich wirkend mit einer verticalen^ an seinem Schwer- 
punkte angebrachten und seiner Masse proportionalen 
Kraft bleibt, und dasselbe auch rücksichtlich dßr Masse 
und des Schwerpunktes jedes Theiles des Körpers gilt^ 
80 müssen verticale Kräfte, die an den Schwerpunkten 
der einzelnen Tbeile eines Körpers angebracht nnd 
den Massen der Theile proportional sind, stets gleiche 
Wirkung mit einer der Masse des ganzen Körpers 
proportionalen und auf seinen Schwerpunkt vertioal ge- 
jriohteten Kraft haben.' 

Zufolge der Formeln (a) ist daher 

die Summe der Producte aus den Manen der 
einzelnen Thetie einee Körpers in die Abstände ihrer 
Schwerpunkte von einer beliebigen Ebene gleich dem 
Product aus der Masse des ganzen Körpers in den 
Abstand seines Schwerpunkts von derselben Ebene.' 

f. 112. 

Unter Voraussetzung gleichförmiger Dichtigkeit 
lässt sich der Schwerpunkt einer geraden Linie, einer 
von geraden Linien begrenzten Ebene und eines von 
Ebenen begrenzten Körpers auch ohne Gebranch der 
Infinitesimalrechnung oder der sonst ihre Stelle- vertre* 
tenden Exhaustionsmethode finden, wenn man nur den 
Satz zu Ende des vor. §. und den schon von Archime* 
des aufgestellten Grundsatz zu Hülfe nimmt, dass ahn» 
liehe Figuren ähnlich liegende, Schwerpunkte haben^). 

Seyen AB und A^B^ zwei einander parallele Ge- 
rade und o, by a\ V die Abstände der Punkte Ay By 



^) Archimedet vom GleicbgeWichfö ebener Fliehen, 6te For- 
derung;. 
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A\ V von einer beliebig gelegten Ebene; aledann 
Terbäit aiehi 

a-bx€i^V=ABxA'B. 

Hat man daber zwei einander äbniicbe and parallel 
liegende Figuren^ d« b« welcbe so liegen, dass, wenn 
Ay B irgend zwei Punkte der einen und A\ B^ die 
ibnen entsprecbenden Punkte der andern Figur sind^ 
die Linien ABxxxkiiA'R parallel laufen; werden fem er, 
wie eben jetzt, so aueh in der Folge die Abstände 
der Punkte von einer beliebigen Ebene mit den gleich- 
namigen Buchstaben aus dem kleinen Alphabete be- 
zeichnet, und drückt tninC das oonstante Verhältniss 
aus, in welchem jede Linie der einen Figur zu der 
entsprechenden Linie der andern i^teht: so verhält sich: 

a — biet — b' z=:mim\ 

Ist dabei A oder B der Schwerpunkt der einen 
Figur, so ist nach Archimedes Grundsatz A^ oder B^ 
der Schwerpunkt der andern* 

Um nun, dieses vorausgeschickt, 

1) den Schwerpunkt einer geraden Linie AB (Fig. 
33«) zu finden, verlängere man dieselbe nach JB', bis 
BE= AB. Seyen von AB^ BEy AE die Schwer- 
punkte Py Qy Bi so ist nach dem Satze des vor. §., 
da wogen der angenommenen gleichförmigen Dichtigkeit 
die Massen der Linien ihren Längen proportional sind 

/>+f/ = 2r, 
und weil zufolge des archimedischen Grundsatzes Py Q, R 
ähnlich liegende Punkte in den nach einerlei Richtung 
liegenden Geraden^ AB, BEy AE sind: 

p — a : f — b : r — a = 1:1:2, 

folglich p — a = y— Ä = i (r — a). 

Werden hiermit 7 und r aus der vorigen Gleichung 
eliminirt, so kommt: 
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Der Schwerpunkt einer geraden lAnie ist als0 
derselbe^ den ihre zwei Endpunkte ^ ale zwei einan^ 
der gleiche Massen ietnwhtet^ haben (§• 109« c^^ und 
ist folglich der Mittelpunkt der jLdnie (f. 106« d.). 

2) Den Schwerpunkt der Flache eines Parallelo- 
gramms ABCD zu finden. — Man verlängere AB nach 
E und AD nach ly bis BE^AB und DI^AD^ 
eonstruire das Parallelogramm u££6^/, und verlängere 
noch DC bis zum Ourobschnitte F mit EOy und BC 
bis zum Durchschnitte H mit IG. Von dem gegebe- 
nen Pitrallelogramme ACy den drei durch diese Con- 
struction entstandenen, ihm gleichen und ähnlichen 
Parallelogrammen BF^ CG^ DH^ und von dem aus 
allen vier zusammengesetzten Parallelogramme AG 
seyen die Schwerpunkte der Reihe nach P, Q^ R^ S^ T^ 
so bat man, weil bei der hier immer vorausgesetzten 
gleichförmigen Dichtigkeit die Masse jeder dieser Flä- 
chen ihrem Inhalte proportional ist: 

und weil sämmtliche fdnf Parallelogramme eioander 
^ähnliche und parallel liegende Figuren sind» und die 
Punkte Aj J», C, />, A ebenso, wie P, ß, Ä, Ä, T, 
in ihnen auf ähnliche Weise liegen: 

p — a = y — b = r — c = #t- rf=i(r — a). 

Drückt man hiärmit in voriger Gleichung die Werthe 
von ^, r, #, t durch pj a, b^ c, d aus, so kommt: 

p = i(a + b + c + d). 

Der Schwerpunkt eines Parallelogramms wird 
mithin eben so gefunden ^ wie der Schwerpunkt von 
vier an den vier Ecken der Figur angebrachten 
einander gleichen Massen und ist daher der ge^ 
meinschaftliche Mittelpunkt der beidetj^ Diagonaden^ 



>» 
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also BQob eioerlei mit dem Schwerpunkte zweier an 
den zwei Endpuokteo einer Diagonale befindlichen glei- 
ohen Massen, d. !.. 

- 8) Den Schwerpunkt eines Parallelepipednms zn 
finden. — Indem man die drei in einer Ecke des Kör- 
pws zneammeaBtosaendeD Kanten verlängert, bis die 
Verlan gernngen den Kanten selbst gleich werden, nnd 
auf ganz ähnliche Art, wie vorhin, weiter Terföhrt» er^ 
gieht sich, dass der Sehuierpunkt eineä ParaUel^t^ 
pedutn» der . gemeinachaftliche Slittelpunkt der ArHt 
Diagonalen^ also einerlei mit dem ScÄwerpunAttlt 
aUer acht Ecken itty wem* diete ah gleichachwere 
I\mkte ietracMet werden. 

4) Den Schwerpunkt einer Dreieoksfläche ABC 
(Fig. 34.) zu finden. — Man halbire die Seiten BC^ 
CA^ AB resp. in Z7, E^ F und ziehe />£, EF. Hier- 
mit hat man die drei einander ähnlichen nod parallel 
liegenden Dreiecke AFE, EDCy ABC^ deren Lineu^ 
dimensionen sich wie 1:1:2 verhalten, nnd in de- 
~ Den resp. Ay E, A ähnliche liegende Pnnkte und. 
Nennt man daher 6, B, S die Schwerpunkte iimefi 
Dreiecke nnd P den Schwerpunkt des Parallelograrams 
BE, so verhält sich nach Arohimedea Grnndsata 
■ ^ — atr — «:<~-a=l:l:2 
also (r — o;=r — e = ^{a — «), 

folgUch j" + r=4 + ei 

anch Ist nach 2) .... ,/>=|-(Ä + «). y 

Naoh vor. 4* *^''>^>* >et, weil sieh die Figuren BE^ 
AFEy F-f^ Dod das ans ihnen zusammengesetzte 
ihrem Inhalte nach wie 2:1:1:4 Ter- 
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Eliminirt man hieraus p^ g^ r, so kommt: 
und 9 weil E der Olittelpankt von CA^ und daher 

Ifer Schwerpunkt einer Dreiecktßäche üt daher 
einerlei mit dem Schwerpunkte der drei £cken des 
Dreiecks y diese als gleichschwere Punkte betrachtet^ 
also einerlei mit dem Punkte y von welchem aus das 
Dreieck sich in drei einander gleiche Theile theilen 
lässt. 

5) Den Schwerpunkt eines dreiseitigen Prisma 
ABCA^'B^'C zu finden. — Man halbire die paralle- 
len Seitenkanten AA'\ BR\ CC in A\ .B', C und 
die Seiten der drei einander gleichen und ähnlichen und 
paraUel liegenden Dreiecke ABC\ A'ffCi A'^R'O' 
in DyEyFi HiE^ry D^\E\F\ Hiermit kann 
man das Prisma, dessen Inhalt man =8 setze, und 
dessen Schwerpunkt S heisse, zerlegen: in ein Parallele- 
pidedum BE\ dessen Inhalt =s4 ist, und dessen Schwer- 
punkt P sey, und in yier dem gegebenen Prisma ähn- 
liche und mit ihm parallel liegende Prismen 
AFEATEy EDCE.., ATEA'..^ EITCE'.^ 
die insgesammt einerlei Inhalt sssl haben, und deren 
Schwerpunkte resp. QyRyfK^K seyen» In diesen vier 
Prismen sind resp. Ay Ey.A\ E mit dem Punkte A 
des gegebenen Prisma ähnlich liegende Punkte, und 
man hat daher dem Grundsatze zufolge : 

g-^a^ir — ö=/— a'=r' — ^=a4.(^— a), 
mithm jr + r + /+r'=2^ — a + ^ + Ä'+«' 

=2#+2«', 
weil die Linien AE und EA' sich in ihren Mittelpunk- 
ten schneiden, und daher 04-^ = 0^+^ *^^ 

14 
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und endliob naob dem Vorigen: 

Efl ist aber 6 + dz=:2fy a + czss2$ n.s.w. folgUeh 
a + 6 + c + d=::2f+2ß=:z2e + 2A:B*2g+2Jk^ 

und daher, wenn wir jede dieser vier einander gleioben 

Sammen =ssi,u setzen: 

r + s = i{6 + c + i0u)=^ii2A + i0u). 
Mit diesen Werthen tuv p + y und r-f-# wird Htm 

die zuerst stehende Gleiebung: 

folglieh ••• t=zuz=si{a + 6 + e+tl). 
Der Schwerpunkt einer dreueüigen P^amide 
i9t daher einerlei mit dem Schwerpunkte ihrer vier 
JEckeny alse mit dem Funkte^ vath welchem aus sie in 
vier gleiche Theile getheüt werden kann. *) 

f. 113. 

Naehdem wir somit den Sohwer pnnkt eines Dreiers 
und einer dreiseitigen Pyramide m findett gelernt habet», 
ist es nun leicht, von Jeder andern mit geraden Linien 
begrenzteiü Ebene und jedem andern mit Ebenen be- 
grenzten Körper den Schwerpunkt zu bestimmen^ da 
sich alle diese Figuren durch Diagonallinien und Dia- 
gonalflächen in Dreiecke und Pjramideii zerlegen lassen. 

Werde z. B. der Schwerpunkt des ebenen Vierecks 
ABCD (Fig. 36.) gesucht ^ Man theile das Viereck 
durch die Diagonde AC in die zwei Dreiecke ABCy 
CDA und bestimme nach dem Vorigeu äre Schwer« ^ 



*) Auf aholiche Art^ wie hier, hat bereits Poinsot in seinen 
änimeiis de Staiique 4 hne edit, pag. 180 tind pag. 186. den Schwerpunkt 
des DreieckBy. des Prisma und der Pyramide am finden gelehrt. 
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punkte, velobe Pj Q seyen. Der Schwerpunkt des 
Vierecks ist alsdann der Mittelpunkt zweier parallelen * 
auf jPj Q wirkenden und den Dreiecksfläohen ABC^ 
CDA proportionalen Kräfte. Theilt man daher die 
Gerade PQ'm R so, dass PRxR(t=CDAiABC^ 
80 wird R der gesuchte Schwerpunkt seyn (§• 105.)« 

Hiemach kann man auch, wenn die Abstände der 
Ecken des Yierecks von irgend einer Ebene gegeben 
sind, den Abstand des Schwerpunkts ' von der Ebene 
finden« Es ist nämlich, wenn wir diese Abstände, wie 
im torigen §.,.mit den Buchstaben des kleinen Alpha- 
bets bezeichnen 3 welche den grossen Buchstaben ent- 
spredien, womit die Punkte benannt sind: 

(1) 3;i=r=a + 44-e, 37 = a + c + £/ 
und ABCD.rz=^ABC.p+CDA.gy 
oder, wenn man die vier Dreiecke JSAB^ EBC^ ECD^ 
EDAj iu' welche das Viereck durch seine Diagonalen 
getheilt wird, resp* =^ g^ A, i setzt und erwägt, dass 
sich ABCDxABCiCDA^DAB.EAB.EDA 
SS5S • +y:y: • verhalten : 

und wenn man hierin für p und q ihre Werthe aus (1) 
setzt: 

(2) ... (f+/)(3r — a — c)=/* + fV/. 
Gleicherweise findet sich: 

(3) ... (fftg)^r-b — d)=gc^^fa. 
Durch Verbindung dieser zwei Gleichungen kann - 

man den Abstand r auch durch drei der vier Abstände 
<y, by Cj d allein ausdrücken und damit zu noch andern 
nicht uninteressanten Folgerungen gelangen« Um z. B. 
a zu eliminiren, schreibe man zuerst statt der Glei- 
chung (^, weil sich /':^=/:Ä==/'+»:g-+A verhält: 
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Hiervon die Gleichung (2) abgezogen , kommt: 
3 (g+A) r== ig+A+i) 6+ ig+A-i^f) e 

d« b. R ist der Mittelpunkt dreier parallelen Kräfte^ 
welobe Bj C, O zu Angriffspunkten baben und den 
Coeflioienten von b^ Cy d in dieser Gleicbung proportional 
sind. Nach §• 106« c. verbalteu sich folglich die 
Dreiecke 

ItBC:BCD=f+g + Aig + A + i. 
Setzen wir daher noch die Dreiecke BABy BBCj 
BCDj BDAy welche der Schwerpunkt des Vierecks 
mit den Seiten des letztem bildet^ resp« = F^ Gy Hy /, 
und die Yierecksfläche = 1^ so verhalten sich 

und eben so Hili F— V—fx V—gx V—h, 

folglich F:F+.. + /=r— ^:4r— (/+..+f)- 
Es ist aber F+Ö+i5r+/=/+g-+Ä+f = Fj mithin 

Fz=z\ (V—A)j und auf gleiche Art 

6^=i(r-f-), i?=i(r^/), /=i(r-5-), 

oder F=i{i+f+g)y &^i(f+g+A)y eta 
woraus noch JP+6^— / — g'==i(A+*— /— ^) 

d. i. ÄC^= i {ABC ~ CDA) folgt. 

Der Schwerptmkt einer VierecksßäeAe liegt 
demtkocA so^ dass immer das Dreieck^ welcAet er mit 
einer Seite des Vierecks bildet^ dem dritten TAeil 
der Summe der drei Dreiecke gleicA ist^ welcAe der 
DurcAsc/tnitt der Diagonalen mit derselben Seite 
und den %wei angrenxenden Seiten macAt^ oder (weil . 
3i^ + Ä = V ist,) dass das Dreieck des Sclt/werpunkts 
mit einer Seite^ dreimal genommen^ und dazu das 
Dreieck des DiagmialendurcAschnitts mit der g^g^^^ 
überliegenden Seite addirty die FKbcAe des ganxen 
Vierecks ausmacAt, AuoA ist das Dreieck des 
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Dreiecke AltC und CDA den Sohwerpuikt R dei 
Yiereoks auf das einfachste bestimmen kann. 

•II. VoD dem Mittelpunkte nicht paralleler in einer 

Ebene wirkender Kräfte« 

§. 114. 

Streng genommen , hat nur ein System paralleler 
Kräfte einen Mittelpunkt Indessen läset sich aodi bei 
einem Systeme nicht paralleler, in einer Ebene wh^eil»» 
der Kräfte ein Mittelpunkt angeben, wemi iiar diu 
Aendernng der Lage des Körpers der Bedingfmg aiitw- 
worfen wird, dass die Ebenö der Kräfte sidh parallel 
bleibt , und daher der Körper nur um eine ainf dieser 
Ebene normale Axe gedreht werden kann, wftlu^end 
die Axe selbst entweder unbewegt gelassen, oder parallel 
mit sich fortgeführt wird. Dass bei einer so bedingten 
Lageänderung des Körpers, und wenn did Ejräfte auf 
ihre anfänglichen Angriffspunkte parallel mit ihren alK 
fänglichen Richtungen zu wirken fortfahren, die Resul- 
tante der Kräfte, wenn si^ anders eine solche haben, 
immerfort demselben Punkte des Körpere begegnet; 
dass folglich, wenn dieser Punkt unbewegliiAL gemacht 
wird, die Kräfte bei jeder Lage, in die der Körper 
durch Drehung um eine durch den Punkt gehende und 
auf jener Ebene normale Axe gebracht werden *kann, 
sich das Gleichgewicht halten: dies wird aus nachstck 
benrden Betrachtungen ohne Mühe erhellen. 

§. 115. 

Seyen PA und QA (Fig. 37.) zwei in einer Ebene 
liegende and sich in A schneidende Ricbtnngen zweier 
Kräne ; P und Q die Angriffspunkte der Kräfte und 




M6 



TA Se Riiihfis der RMohnte itwwAm. Gk 

Kräfte uf die Pukte F mui Q An Kdipera 



K2rpcr nai einen beliebigen Winkel a nM 
nnf der Ebene FdA DornuJe Axe gedreht irird, 
eb Man den Korper in Rnbe lust, dagegen aber 
Baebftnngen PA nnd tlA nM £e Angriibpnakte 
^nad Q naeb der, der Terigen eatg^gengeeelzten, 
nM denecTben Winkel, =«, ia 



Riebtnngen der Kräfte ofenbar eincrtei Es 
das LetEtare, so blobt die Grosse des Win- 
kels TM ^A wmd PA anTerandert, nnd die Spüxe A 
bcBchicibt einen darch die Pnnkte Z' and « 
Kreis. Da also die Intensitäten der beiden 
KEafiennd die Winkel ibr» Riebtangen anveräadert blei* 
L, so Verden nncb £e Intensitit der Resahaate nnd 
Winkel TAP^ TAQ der Resnhante tut den beiden 
Kräften sieb niebt indem. Ist daber T der Dneb- 

Besalfante aut dem Kreise beim Anfange 



Kreis in T treffon, mdem der Bogen PT dae 
Doppelte des oonstenten Winkels PA T «ssL Die 
Besabante mird sieb daber am denselben Winkel a «id 
derselben Sete, vie jede der beiden Krnftn, nn 

Pnnkt T droben; T iwd falgficb der Wütripankt 



tf^ mm it dhr Krifis aU der DmreJkBcimüt iirer JU^ 
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Sind die zwei Kräfte mit einander parallel^ so liegt 
ihr DurcbschDittspunkt unendlich entfernt, der zu be« 
schreibende Kreis wird unendlich gross, und der Bogen 
desselben durch die beiden Angriffspunkte verwandelt 
sich in eine gerade Linie, so dass, wie wir bereits im 
Obigen (§• 105.) sahen, von zwei parallelen Kräften 
der Mittelpunkt mit den beiden Angriffspunkten in einer 
Geraden liegt. 

Es erhellet nun leicht, wie auch von drei und meh« 
reren Kräften in einer Ebene der Mittelpunkt gefunden 
werden kann. — Seyen p^q^r drei solcher Kräfte und 
JP, Qy R ihre Angriffspunkte* Man suche erstlich von 
p und q die Resultante t und den in ihr liegenden 
Mittelpunkt T. Man suche zweitens von den Kräften 
t und r, deren Angriffspunkte T und R sind, die Re- 
sultante 9 und den in ihr befindlichen Mittelpunkt S^ so 
wird S auch der Mittelpunkt der drei Kräfte j9, q^^r 
sejn« Denn werden . sämmtliche Kräfte /?, ^, r, ^, % 
um die Punkte P, Q, R, 7, S um gleiche Winkel 
nach einerlei Seite in der Ebene gedreht, — als wel- 
ches mit der Drehung des Körpers nach der entgegen- 
gesetzten Seite auf Eines hinauskommt, — - so sind 
auch nach dieser Drehung p und q noch gleiohwirkend 
mit ty und t und r gleich wirkend mit ^, folglich auch 
/9, q, r gleichwirkend mit #; folglich S der zu bestim- 
mende Mittelpunkt -^ Hat man vier Kräfte mit ihren 
Angriffspunkten, so wird die Resultante und der Mittel- 
punkt von dreien dieser Kräfte in Verbindung mit der 
vierten Kraft und ihrem Angriffspunkte die Resultante 
und den Mittelpunkt aller vier Kräfte geben, u. s. w. 

Jede% Syitem van Krqften in einer Ebene^ wel^ 
ehe9 auf eine Kraft reducirbar ist^ hat demnacA 



JMS Bnte TbeiL ,8iebciket Kapitel. 



Miii0lpumkt: od^r, wie wir diesen Satz auch 
lUMdi anadrfickeB können: 

Smd von mehrem Kräfiem in einer EienCj welcke 
eine einfmehe Heeulianie haben^ die Inieneiiäten^ 
die JVinkelj welche ihre Rieldwigen nU$ einander 
bUdenj und m der Riektung einer jeden irgend ein 
Pmikt gegeben^ so kann man daraus die Inteneität 
der Resuliantej den Winkel ihrer Richttmg mit jeder 
der erstem Richtungen und einen in ihrer Richtung 
liegenden Punkt Jinden^ — nämlich den Mittelpunkt 
de« Systems, wenn erster e Punkte als die Angriffs- 
punkte der Kräfte genommen werden. 

f. 116. 

Eben so, wie dn System von pavallelen Ejraften, 
bat auch ein System von Kräften in einer Ebene nur 
«neu Mittelpunkt. Denn gäbe es noch einen zweiten, 
so müsste die Resultante des Systems nicht nur ue 
beide enthalten, sondern auch, nachdem sie das einemal 
um den einen, das anderemal um den andern nach 
einerlei Seite zu um einerlei Winkel von beliebiger 
Grossa gedreht worden wäre, in beiden Fällen einerlei 
Wirkung haben; welches nicht möglich ist. In welcher 
Ordnung n^an daher auch die Kräfte nach und nach 
mit einander verbindet, um zu ihrem Mittelpunkte zu 
gelangen, so muss zuletzt doch immer derselbe Punkt 
gefunden werden. Diese Bemerkung kann uns zur 
Entdeckung mehrerer geometrischer Sätze fuhren. 

Seyen, um dieses nur an dem einfachsten Beispiele 
zu zeigen, /», ^, r drei Kräfte in einer Ebene, AD^ 
AR^ CR (Fig. 38.) ihre Richtungen und die Punkte 
P^ Qy R dieser Linien die Angriffspunkte der Kräfte. 
Von p und 7 sey t üae Resultante und AC ihre Rieh- 
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tung; von t und r sey # £e Resultante und DC ihre 
Richtung ; ako s auch die Resultante von /», ^, r. 

Um nun den in IfC liegenden ^Mittelpunkt Von 
Py q^ r zu finden, beschreihe man erstlich durch JP, Q 
und A einen Kreis, welcher AC noch in T schneide, 
und es wird T der Mittelpunkt von p und ^, oder der 
Angrifi'spunkt von t seyn. Man beschreibe femer einen 
Kreis durch T, R und C', so wird sein Durchschnitt 
S mit /^C' der Mittelpunkt von t und r, d. i« von /», g 
und r^ also der gesuchte, sejn« 

Es lässt sich aber dieser Mittelpunkt noch auf zwei 
andere Arten bestimmen. — Da die vier Kräfte /9,^,r, -<-« 
im Gleichgewichte sind^ so ist die Resultante von g und r, 
welche u heisse, einerlei mit der Resultante von — /9 
und 9j und die gemeinschaftliche Richtung beider ist 
DB. Bezeichnet ferner E den Durchschnitt von AD 
mit CBj und F den Durchschnitt von AB mit DC^ 
80 geht die Resultante von p und r, welche man v 
nenne, durch Ej und die Resultante von — >^ und s 
durch F\ und da wegen des gedachten Gleichgewichts 
auch diese zwei Resultanten identisch sind, so ist EP 
ihre gemeinschaftliche Richtung. 

Indem man nun zuerst g und r zu u vereiniget 
und hierauf u und p 'Zu s zusammensetzt^ beschreibe 
man einen Kreis durch Qy By By welcher DBy als die 
Richtung von f#, in {7, dem Mittelpunkte von f und r^ 
treffe, und einen Kreis durch üy Py Dy welcher DC 
ebenfalls in S schneiden wird. 

Endlich kann man auch von den drei Ejräften/», q, r 
zuerst p mit r zu Vy und alsdann v mit g zu 9 verbin« 
den. Man beschreibe deshalb durch Py By E eineh 
Kreis, welcher EFy als die Richtung von Vy ia V 
schneide, so ist V der Mittelpunkt von/» und r; und 






Tmaksm P^i^M^ m wie 4Ee KghiuHgM . €JL 

künnoK, si üeänt: 





iterdi C^ «cUie fie Diaiewiab ^C m 
4nH#ibcA Pmkttt 7 sdincuiiBy nnA bciiie 

i>^ ># J; mdi MjS £e Darduafanitt« 
flüt BC^€D', wo mtbamiea 9aA Sb 
nd jr/>^ dCe D>!a«aniale iBH ia maem and 
Pimkt» £^f and w€oii. maa £e DordiadiHitts 
mit: ^€7 iittd vna ^J» mtt CDy E \mi F namt^ 
irdiM aMb £m Ktmm PER und «iS 
fliui JCTMgJlHw Raakt T 4er Diagoiiale EF. 
Dienm t\gar bemtzt aber noch, fie imiiii mli jig^ii 




da«i M4sb iamindidie seehi Airab ^7 J^ C2I^ j;. #' 
gele^ea lirmwe in eioem und demseOMm Punkte ^ 
fldmeiiko, aml 4aM £e B5fre& Z^ ZRj...2F 
dieser Kreioe^ alle ? oo ^ ans aadi. derselbeii Seite 
zu genommeii, einander ähnlicfa snd» 

Cm £eaea einzaaefaen^ wollen wir m» anount- 
fidie neben Linien der Vipstj d» L £e Bichten^en 
dsr Kräfte /^^ 7, r^ s mid der Bemftantcn ^ «^ er not 
im Angrifipnnkte F, Q^ Rj Sj Tj Uj V naeh 
ki Seite nil einedei WinlrelgridnrindiBkiiit sieh 
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drehen anfangen lassen. Je zwei Kräfte und ihre Re- 
sultante, (wie p^ q und t^ oder q^ r und u^ fahren da- 
bei fort^ sich in einem Punkte {A^ oder J9) zu schnei- 
den; dieser Punkt rückt in dem durch die Angriffspunkte 
der beiden Kräfte und ihrer Resultante zu legenden 
Kreise (PQ^T^ oder Q,RÜ) fort, und alle diesei. Durch- 
schnittspunkte Af By... .beschreiben, wegen der: Gleich- 
heit der Winkelgeschwindigkeiten von p^ q^ •« ., in glei- 
chen Zeiten ähnliche Bögen ihrer Kreise und kehren 
in demselben Zeitpunkte zu ihren anfangliehen Oertern 
zurück, um ihre Kreisbewegung yon Neuem anzufaogen. 
Sey. nun von den zwei Kreisen PQT |ipd QHU 
(Fig. 38*), welche sich das einemal iß,Q, schneiden, 
2! der zweite Durchschnittspunkt, und sej d^ Punkt 
ui in seinem Kreise PQ T bis Z gekommen» , Weil 
Ay Qy B immer in gerader Linie, in der. Richtung der 
Kraft gy smd, so muss, wenn ^ in ^ ist, der im Kreise, 
^ü {7 fortgehende Punkt .0 in der Geraii.en QZy also 
entweder in Q oder Z seyn. Ist aber ^Jn ^, so wird 
die Gerade BQ eine den Kreis QRÜ in <2 berührende, 
und ^befindet sich daselbst, wo diese Tangente den 
Kreis PQT schneidet, also nicht in Z. Ist daher A 
nach Z gelangt, so muss auch B gleichzeitig . in ^ein- 
getroffen seyn. Alsdann schneiden sich folglich die 
Richtungen AP^ AQy RB^ ATyUB der fCräfte /9, 7, r 
und ihrer Resultanten t^u^ uiithin auch die Richtungen 
von V und #, als den Resultanten Ton p^ r und /?, ^, r, 
in einem Punkte Z^ Nächst A und Jff- müssen daher 
auch .die übrigen Durchschnittspunkte Cy DyE^ P je 
zweier Kräfte und ihrer Resultante gleichzeitig inJ? 
eintreffen. Sämmtliche sechs durch die anfäfiglichen 
Oerter von Ay By ... P gelegten Kreise schneiden üch 
folglich itt/ einem und demselben Punkte Z^ und die 




B8gM AenOkm ZA^ ZB^ ... ZF ■ 

llmKeh tejD^ iodem sonst A^Bj ...F nidit glrickMidg 

in Z eaitrelen kdnnteii. 



§. 117. 

ZasftUe. a. Während sieb die ResalU^ca t 
§d «n ihre Angriffiipmikte T und U drehen, beielireih t 
ihr Dnrebsehnittspnnkt, weleher O heisse, einen dnrab 
T und U gehenden Kreis nnd trifft, wem ^ f , r, # 
in Z znsnmmenkoninien, ebenfeüs in Z ein« Es li^pen 
daher T, <7, G mit Z eh«ifaUs in einen Kreis e , nnd 
es ist der Begen ZG den Bogen ZAy • « • ihnlidi. 
Wir kdnnen hiemns den Sehloss rieiien? 

Werden in den drri Sritm BG^ GA, AB dnes 

Drrieeks ABG (oder in ihr^i Verlängemngen) nadi 

Belieben drei Pnnkte <7, T, Q genommen, se sehnei- 

den sieh die drei Kreise ATQy BQÜ^ GUT in einon 

Punkte Z, und die Bögen ZAj ZB^ ZG dieser 

Kreise sind einander äbnlidL 

Auf gMehe Wmse erhellet, dass, wenn AC^ EF 

in ^ und BD^ EF m / sieh sehneiden, die Punkte 

T, F, H sowohl, als U^ F, / mit Z in einem Kreise 

liegen, -und dass die Bögen ZH^ ZI dieser Krmse 

einander und den B^^en ZA^ . • • ähnlieh smd» 

b. Da, wenn die Kräfte /», f , r, #, ^, t^ w nm Bire 
AngrifiWpnnkte /*,••• V anf die gedachte Weise gedr^t 
-weiden, fie Wmkel je zweier Kräfte mit einander sieh 
nicht ändern^ und da je drei Kräfte^ wie f^^yt^ wdohe 
sich anfangs in einem Punkte A schndden, auch bei 
der Drehung damit fortfahren, so wird jedes dw an- 
fangs Ton den Kräften gebildeten Dreieeke sich ähn- 
fidi Ueiben nnd die Anzahl dieser Dreieeke nicht ge- 
ändert werden} mitbin wird auch das System dttDoreh- 



Von den Mittelpunkten der Knute« 2&8 

schnittspmikte A^ B^ ••• O^ H^ /, also die ganze Fi- 
gur , bei der Drehang sich ähnlich bleiben. 

Mit dieser neuen Eigenschaft der Figur läset sich 
die vorige, dass sänimtliche Kreise, welche die Punkte 
^, « . • / beschreiben, sich jn einem Punkte ^schneiden, 
auch folgendergestalt dartbun« Da nämlich endesener- 
maassen die zwei Punkte A und B gleichzeitig in dem 
Durchsfchnitte Z ihrer Kreise eintreffen, und damit ihr 
gegenseitiger Abstand 3=0 wird, so miisden dann auch 
tille übrigen Punkte C^ D^ . . . I in Z zusammenkond- 
mm , indem sie sonst eine Figur bildeten, welche* der 
anfUnglicben nicht ähnlich wäre« 

Die so eben aus statischen Betrachtungen erhalte- 
aep geometrischen Sätze fuhren zu einer besondem Art 
von Reciprocität zwischen Punkten und Kreisen, woraus 
sich um^kehrt jene anfangs vielleicht Überraschenden 
Sätze auf das natürlichste herleiten und so weit, als 
man will, verallgemeinern lassen. 

Man habe eine beliebige Anzahl gegebener Punkte 
Ay B^ Cy ... \xL einer Ebene. Jeder derselben werde 
mit noch einem andern gegebenen Punkt Z der Ebene 
durch einen Kreis von solcher Grösse verbuifden, dass 
jeder der Bögen ZA^ ZBy ZC^ . . ., wenn man ihn in 
Semem Kreise vom Mittelpunkte des letztem aus be- 
trachtet und immer nach einer und derselben Seite zu 
rechnet, einen und denselben gegebenen Winkel =r2a 
misst, und daher alle diese Bögen einander ähnlich 
sind« Die hiermit vollkommen bestimmte Figur besitzt 
nun folgende Eigenscliaften: 

1) Die zwei durch A und B gelejgteii Kreise mögen 
sieb aussw in Z noch ii^ P (Figr 30«) schneiden^ so 




-V '.< 




Colglicii in genier Linie; i. li. üe imch 
iee Sjetem gefiünien Krciee 
Pnnide der jene zvei Punkte ti 

2) Ee Verden inlMrnnd^venn im PnnktoJi^JB;<7 
den Sjeteoui oder mebrere in ein^ G^nden fi^en, die 
den PnnlUen sngehdrigen Kreise «eh in einem nnd dem 
ndben Punkte P dieser G^nden sdmeiden. Jeder Ge- 

»mden AB kommt biemneh «n gewisser in ihr Ii^;en- 
dw Punkt P ztty den vir den festen Punkt der Ge- 
mden nennen vollen. Er vird gefimden nis dorDnrah- 
sehnitt der Geraden AB mit ein^ sveiten ZP^ vehAe, 
durch Z gelegt, mit der erstem den oonstanten Winkd 
a nach eineriei Seite zu madiL 

3) Sejen APy AQ^ ARy . • • mehrere adt in dem- 
selben Punkte A schneidende Garaden und PjQjMj ... 
ikx^ festen Punkte. Der dem Punkte A zugehörige 
Kreis mnss nun, da ^ in einer Geraden liegt , deren 
fester Punkt P ist, durch P gehen, und aus ähnlidiem 
Grunde wird er auch die Pulikte Qj Ry... treffen. 
Schneiden sich daher zwei oder mehrere €rerade in ei- 
nem Punkte j|, so liegt dieser Punkt mit den festen 
P4inkf en der Geraden und dem Punkte Z in dem, dem 
Punkte A zugehörigen, Kreise; oder mit andern Wor- 
ten: der einem Punkte zugehörige Kreis schneidet alle 
'durch den Punkt gehenden Geraden in ihren festen 
Punkten. 

4) Man lasse jetzt sämmtiüche Punkte Ay jff, C, • • • 
des Systems in ihren Kreisen nach einerlei Seite sich 
gleichmässig fortbewegen, so dass jeder in derselben 
Zeit denselben Theil seines Kreises zurücklegt, und 
alle gleichzeitig in ihren anfänglichen Stellen wieder 
eintreffen« Weil ZA^ ZBy . . • ähnliche Bögen^ sind. 
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«o werden sie aaoh bei der Bewegung einander ähnlich 
bleiben, also glricbzeitig =0 werden, d« h. 'Sämmtliohe 
Punkte uf, Bf Cj*.. werden zu gleicher Zeit nach Z 
kommen. 

Aus der Aehnlichkeit der Bögen ZA und ZB 
wurde in 1) delr Durchgang der Geraden AB durch den 
Durchschnitt P der Kreise durch-^ und. B geschlossen« 
Es wird daher auch bei der Bewegung die AB den 
Punkt P SU .treffen fortfahren, dv. h. die ABj .qnd eben % 
so jede andere zwei Punkte des Systems verbindende 
Gerade, = wird sidi um ihren festen Punkt drehen. 

Hieraus folgt weiter, dass das Dreieck ZAB sich 
fortwährend äJmlioh bleibt. Denn der Nebenwinkel von 
ZAB wird von dem Bogen ^PZ des Büreises durch 
Ay und den Winkel ZBA von dem Bogen. 4 P^ des 
Kreises du^ch B gemessen. Auf gleiche Art bleibt 
auch jedes der Dreiecke ZBCyZACj etc. sic|i ähnlich« 
Mithin wird auch das ganze System des ruhenden Punk- 
tes Z und der sich bewegenden'^, J?, 67, ••, nur der 
-Grösse, nicht der Form nach^ sich ändern. Dieses 
System schwindet beim Eintreffen. der Ay By...i[L Z 
in einen Punkt zusammen und wird. am giössten, wenn 
jeder der Punkte uf,J?, ... sich in seinem Kreise. von 
Z um den Durchmesser des Kreises entfernt hat. Da 
alsdann die Mittelpunkte der Linien ZAy .ZM^ • • • mit 
den Mittelpunkten der Kreise zusammenfallen, so folgt, 
dass auch das System der Mittelpunkte der Kreise eine 
dem System der Punkte Ay By... ähnliche Figur bildet, 
und dass in beiden Z ein ähnlich liegender Punkt ist. 

. #. 119. 

Bei der jetzt betrachteten Figur wurden die Punkte 
Jf , By Cj.. ,, so wie der Punkt Z und der Winkel 2a, 
beliebig angenommen und damit die Kreise durch 

15 



AjBjCj... mMtnani. Statt das PuktM il nd dm 
Woüiaki aa komnm wir aber anoh swai vm dw Krai. 
aas, ab warn Thail baliahig gagabea, aatsaii oad dai^ 
aas die übrigen %a bestimmen soeben. 

Saj deamaab in eiaaa Ebene dnSjateHi rwm Ponk- 
iML^Ji,CjI}^Ej... (Fig. M.) gagdMBVid waieda 

1) darab uf wUHuibrüab ein Kreis beaohiiehaa, Ata 
BMm ab den dam Pnnkta A sngabMgaA balMolita 
Er sabwida die Garadfa ABy jiCj uähj jIB^ ...im 
Panktas, die ieb mit A^B^JbCjA^ByjtB heimefcnea 
will, oad wdeba diafeatan Punkte dieser Linien sajn wea* 
den. -^ Dar dnreb B so besebreibeade Krab maaa ansser- 
dam na^ dnreh dea Pankt A^B and den in Kreise 
dnreh^liegendeBPnnktZgehen. Man basebmba daber 

%i dmwk JE nnd| ArB wOIfcobrlieb einen sveiien 
Kreb and nenne Z den Doroiwebnitt deosalben aut dam 

Kreisedareh^ Dm Borebsabaüte i^C^ » A '■'^ • 
dea KrabaadaicbAnift dmilinba JI^,fiflt,B£; 
amd dm festea PaofEta diaaer Linien. 

S) Der-Kreb fbr 4an Bmkt C mnas nnsser «l' 
fie seboa arhaltenen Ponkta A^Cj »Cj X treOsn mpd 
ist hierdnreb mebr nh ▼ell kam me n b e stim mt; Dies 
giebt^ wm mnn leiebt wnbmimmj^ dea sebsn m §• tlS m^ 
gefimdenen Bata. -^ Treffs der Kvsb doreb € fie 
CD^ CR,... m Oi^OBy...y abdan faste» Pnnktaa 
dieser Linien, so liegen nanmebr 

4) die fiinf Punkte D^A*Dy»D^ C^D^Zrm einem 
Kreise, in* dem, webbmr dem Pdnkte jD sogeiiSrt, nnd 
wir babea damit den ifi fw 116 vem Yieveeke bameab 
t«i Satz wiedergefunden« — Der Kreis dorob D treffe 
die Liaie» 2M6^ • • • i» I^R^ • • ., so mnssen 

5> die seebs Pwikte B^ArB^B'R^C'EjI>EjZ, 
in einem Kreise liegmi. Dies ist der K?«b fir den 
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Punkt £f von dem mm «nf fthnUehe Art sn den Krei- 
een der noch fibrigen Punkte fortgeht« — Das damit 
gewonnene allgemraie Resultat katm etwa folgendei^- 
geetalt ansgedrfiekt werden: 

Hat man ein t^tem von Punkten in ^er Ebenem 
und rerbindet sie poarwdne dureh gerade Linien, se 
kann man in jeder dieser Linien noeh einen Pnnkt 
angeben 5 dei^estalt, dass alle die letetem Punkte, 
welphe in Linien liegen, die Ton einem nnd demselben^ 
Punkte des Systeme ausgeben, mit diesem Punkte 
selbst immer in einem Kreise enthalten sind. Drei 
der Punkte, welohe in Linien li^en, die nieht alte 
drei ron demselben Punkte des Systems ausgriien, 
können wittkührlieh genenunen werden. Alle He ge» 
dachten Kreise schneiden sieh übrigens noeh in einem 
Punkte, und die Bögen derselben Ton diesem Punicte 
bis zu den Punkten des Systems sind insgesanimt ein- 
ander &hnlieb. 

§.120. 

Bei der Construoti(Hi , wodurdi in §• 115. der Mit- 
telpunkt eines Systems von Kräften in einer Bbene 
gefunden wurde, giebt es einige noeh nieht erwähnte 
Beziehungen, welche une^ den Mittelpunkt noch auf 
eine andere Weise zu finden, in Stand setzen. 

Seyen, wie in f. 115., P^y QAy TA (Fig. 37.) die 
Richtungen zweier Kräfte py f und ihrer Resultante t\ 
Py Q die Angriffspunkte der erstem und T der in der 
Resultante mthaltene Mittdpunkt Weil 7 mit Py Qy A 
in einem Kreise liegt, so ist der Winkel PAT=PtlT^ 
ftAT=(tPTvgki PAd^ dem Nebenwi^el Ton PTd. 
Construirt man daher ein Dreieck P^t^T^^ dessen Sei- 
ten T'^, P'T^ P'18' den Richtungen Yon />,y,^ par- 



I . 



allel öd, M «M Cwes dem Draeek« JV7 
s^vB, J B fa ci i, «ie die Fisvr md^, die 
TM i^r kaWn, so duB mb das cIm Draeek 
dareb klesees Drelieii ia scäcr Ebcae, aaaloa cnt 
BMh ÖMT halWa Weadno^ üb ci>e ia da- Ebne 



S«tca Mit dflMB des aadoB psallcl 
S^ f«l£^ ia G^ertWae die Aafeiifif ■! te 
■ad Q nrcMT Kräfte aad das DtÖMk rQtT 
Im, dessm Sdtaa T'H^P'T' aad #*'^ das lÜDb- 

ibnr Baaliaiie paaaDcl 



e^thtt B>g.fd«a Otaiedk /^r, a^ «a «M 7* 



i. & A. «e Sdtea des Dniaeks mT"^ 
feklieb'aadi des Diöeeks PQT, des 
/>, f , t pPByrfinail äad. Law« vir 
T ciae der Besahaate # ^ c kh e aber eatgege fi c aelUa 



■» 



eia bei der Drdiaaf sich airiit 
GUakfcaicbt calaleht, a* kal>ca »ir Mgeadca 



and dee WstiBacadea Staekea draicr 



Simi die Eckern P. Q^ T eimm Drmeets die 
te dreier Sräfte p,f,tf 



P=tm'>—f't,ete. tmd aimd die Seriem 
'eeJkt dem ImtenmtiäSem der MkJri^ie praptr^iemet, QT 



Von den MitCelimnkten der Kiäfte. iiff 

Dass dieses Gleiohgew iclit durch DrefauD(f * nioht 

gestört wird^ geht schon aus dem Satze selbst hervor, 

indem eine der drei Richtungen nach Willlcühr genöni^ 

men werden kann, und unabhängig Von dieser Annahme 

die gegenseitigen Winkel der Richtungen bestimmt 

werden. 

§. 121. 

Wir wollen jetzt nach dieser zweiten Methode den ' 
Mittelpunkt Ton drei Kräften py q^ r zu bestimmen 
suchen. Sey en ad^ ha^ cb (Fig. 38.) parallel mit den 
Richtungen derselben, jkd sej parallel mit der Resul- 
tante t von p und q\ ca parallel mit der Resultante 
u von 7 und r. Alsdann ist, wie sich auch ohne das 
Parallelogramm dto Kräfte erweisen lässt, cd parallel 
mit der Resultante von p^ y, r^ welche # heisse*'). 
Seyen endlich Py Qy R die gegchenen Angriffsiiunkte 
von py (/y r. 

*) Denn oonttrairt man «in Viereck ilBCD, dessen drei Seiten 
DAyÄBf BC und zwei Diagonalen AC^ BD, respw den Seiten da, ha, hc 
und Diagonalen bd^ ac des Vierecks ab cd parallel sind, und lässt 
man AD^ AB^ CB die Richtungen . der Kräfl^ p^ q^ r vorstellen , so 
sind ACf DB die Richtnngen der Resultanten f, ti. Die- tlesultänte 
» TOB Pt q, r, d« i. von f, r oder von p, t», muss daher sowohl 'dmcli 
Cf als durch D gelten, folglich in CD fallen« Heisst nun noch g der 
Durchschnitt von ac mit bdf und O der Durchschnitt von BD mit AC, 
so sind wegen des Parallelismns TOn DA mit da, u. s w. die Dreiecke 
gda und GAD , gab und OBA, gbe und OCB paarwfdse einander ^thn- 
Uch, ^üd es verhält sich daher 

pd : ga=:GA: GD^ . ' ' 
pa : ^6 m GB : flf J, • • 

gb : gccsm GCi GB^ 
folglich gd : gc^=>GC: ÖD. 
Mithin sind auch die Dreiecke gcd und GDC einander atinticli, 
jiind id ist mit DC7, d. i. . n^it der Ricbtpng .yqn. #, parallel; {T-'iQ^rigens 
ist der jetzt geometrisch erwiesene Parallelismns von cd mit DC, gnter» 
denselben Voraussetzungen^ wie hier, '^reiti in §• 29. durch Statik 
dargethan worden. 



SSO RnlerTlidL Alebentet KapItoL 

Hau conttniire nim Über PQ ein dem Dreied^e 
bdoy d« i. dem Dreiecke der Riditmigeii Ton p» q^ t Slm* 
lidies Dreieck PQ 7, indem man die Spitze T wat 
degenigen Seite von PQ nimmt, wodurch PQ T die 
vmgekehrte Lage des Dreiecks pqt erb&lt Eben so 
mache man über RT das Dreieck RTS dem Dreiecke 
r^# in umgekehrter Lage ähnlich, und man hat damit 
8y als den Mittelpunkt tou py q^ r gefunden« 

Oder man yerzeichne über QR das dem Dreiecke 
gru ähnliche und umgekehrt liegende Dreieck Qjtü 
und über PU das dem Dreiecke pu9 ähnliche und um- 
gekehrt liegende Dreieck PUS. 

Da sidi auf beide Arten derselbe Punkt S ergeben 
muss, 60/ hat man folgenden Satz: 

. Sind py fj r, # die aufeinander folgenden Seiten 
eines ebenen Vierecks, t die durch den Durchschnitt 
von p mit s und den von q mit r gehende Diagonale, 
u £e andere Diagonale, so kann man s^ drei beliebig 
genommenen Punkten Py Q^ R drei andere jS», V^ Ü 
in derselben Ebene hinzufugen, dergestalt, dass die 
vier Dreiecke PQT, QRUy RST^ SPÜ den Drei- 
ecken pfty qruy rst^ spu der ersteni Figur ähn- 
lich sind« 

SämmtHche Dreiecke PQTy etc. können hierbei 
übrigens die umgekehrte' Lage der Dreiecke pfi^ etc« 
haben, wie Torhin, oder auch die directe, indem man 
nur die Ebene der dnen Figur tou der entgegengesetz- 
ten Seite zu betrachten braucht, um die eine Lage 
sogleich in die andere zu yerwandeln. 

Auf dieselbe Weise kann man nun auch bei einem 
* Systeme von noch mehreren Kräften verfahren, und 
damit folgenden aUgememen Satz gewinnen: 



Von dm mMpmkteA dei: Kni^ SSI 

Hat nao ein Syit^tn^ voia m Puttkteii In einer 

Ebene unil verbindet je zwei derselben durch eine 

Gerade, so kann man in einer Ebene jeder dieser 

. ^m(m — 1) Geraden einen Punkt entspreohea lassra^ 

. dergestalt, dass jedem der |m(m>— i) (im-tS) Drei* 

eeke, welches drei der m erstem Punkte zu Ecken 

; hat, das Dreieck ähnlich ist,, dessen Ecken die den 

Seiten des erstern Dreiecks entspreeheoden Punkte 

sind. Dabei können von den |-i0i(i»-^l) Pjuikten 

irgend m — Ij von deren entsprechenden Linien keine 

drei oder mehrere ein geschlossenes Vieleck bilden, 

nach Willkühr bestimmt werden« ^ 

Die übrigen im(in^l) — (m-'l)=4(0i — l) (m— 2) 

Punkte werden durch Construction eben se yieler Drei'- 

ecke gefunden, die deii entsprechenden Dreiecken in 

dem Systeme der m Punkte ähnlich sind. Zufolge 

des Satzes müssen dann auch die übrigen | m (m — 1) 

(,»-2) — 4 (iw— 1) (iw— 2)« H»i— 4) (^—2) («1—3) 

Dreiecke der einen Figur den entsprechenden Dreiecken 

in der andern ähnlidi seyn^ 

f. in. 

Nachdem \^ii^ in diim fiisherigen t0p Kräften, die 
nach beliebijgelk fUcttttft^ü iü eiüei' ^«üe ^trk^ii, den 
Mittelpunkt durch €öilitmctldn zu fiüded gelernt haben, 
weilen üir «Beseil Punkt noch durch Rechnung zu be- 
etimmen 8ueke% woM sich uns zugleich einige andere 
für die Folge wichtige Bemerkungen darbietett trerdett; 

Seyen, in Be^iq^ ailf ein reebt^inkliches Coordina- 
teasystem^ (X, Y}y{X\ Y% «te. melivere Kräfle^ in 
einer Ebene, die eicb das Gleichgewicht halten $ {xy y), 
(;r^,yO, etc. die Ai^üK^onkto dd# Ki«fte. Alsdann' 
ist wegen des Gleichgewkdits (§• S&): 



\ 



Tf3T=%,3i 



r 



wUkt Thoa gmamamwm htJbe^ 



■0€h 2e mrft» 



Ei kt aber, wem der Pookt des Korfen^ welnfar 



9 wecMbcr lEe Ce«ihgtm e;,J «tbill:, 

9 



kel ^e Hl derMihea oubellt 



Eesen ^Tcrtken Tea. ^nWr% * ** eiid 

te il t iii» BM A^M^Bf (#. Ä^ 



1), 2) «ad 3^ oA •• 

4>^ 



Von den Mittelpiiiikten deiyKiofte« 253 

die BedinguDgagleichung für die Fortdaoer diBä Gieioli- 
gewielits. 

#; li23. 

Zusätze* a. Durch a^ b und a wird die Yer- 
riicl^uDg des Körpers, wie sie jetzt angenommen wor- 
den, vollkommen bestimmt. Sie kann Iiiernach als zu- 
sammengesetzt betrachtet werden aus einer mit der 
Ebene der x^y parallelen Fortbewegung, welche durch 
a^b gegeben ist, und aus einer durch a gegebenen 
Drehung um eine auf dieser Ebene nornfiale Axe. 

b. So wie 2 [x Y — yX) das anfängliche Moment 
des Systems in Bezug auf den Anfangspunkt der Cöor- 
dinaten ist, so ist 2{x,T — yfX) das Moment in 
Bezug auf denselben Punkt nach der Yerrückung. 
JBeim anfänglichen Gleichgewicht ist ersteres Moment 
s=0, und unter derselben Voraussetzung das letztere 
= — ^sina, also nur abhängig von dem Winkel, um 
welchen der Körper gedreht worden, und unabhängig 
von der durch a, b bestimmten parallelen Fortbewegung. 
Es ist daher auch unabhängig von der Axe der Drehung, 
wenn diese nur auf der Ebene der ^,y senkrecht steht. 

c. Weil sowohl anfange, als bei der nachherigen' 
Drehung, A und B null sind, so wird das System, 
welches anfangs im Gleichgewichte^ ist, bei djcr D^rehung 
mit einem Paare gleichwirkend (§• 39.). Das Moment 
,des Systems, ,—7 ^ sin Dt, ist daher eben j3Q,.wie das 
Moment eines Paares, für alle Punkte der Ebene Ton 
gleicher Grösse (§• 31.). 

d. Das Moment nach der .Drehung ist dem Sinus 
des Drehnngswinkels a proportional und erreicht daher 
nach einer Drehung um M^ oder 2t70^ seinen grössten 
Werth, welcher s=4lA ist Dagegen ist es ^0 und 



\ 
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4mm GkUktSMwUtA bertohl Moh, wma «» mMa YM* 
fiudien TOD 180*^ und daher der Körper seiner alifilag- 
liehen La|^ pandlel ist^ oder halb um lieh hemm ge- 
dreht worden ist (YergL §• 5. i.) 

Dass -^A der Werfh des Honents nadi einer 
Drehung nm 90* ist, folgt übrigens aneh onmittelbar 
daraas 9 ' dass dnreh eine soMie Drehnng des BjetesM 
nm den Anfangspunkt der Coor£naten, x in *— jr nud 
y in jTi felgfich xT — yX in — {xX+yT) fihergdiL 

f. IM. 

Ist in der Ebene» irorin die Kräfte (J^ f% (X% T%.^ 
wirken, noch ein sweites Sjstem fon Krftften befindÜeh, 
die uA bei der anAngfichea Lage des Körpers eben- 
CbUs das Gldchgeirieht halten , nnd ist nadi einer Dre- 
hung nm 90* das Moment dieses xweiten Systems eben 
so gross, ab das des ersten, s= — i, so ist es nadi 
eber Drehung um o, = — A sb «, folglieh «tets mit 
dem ersten gleicbwirkend. 

Bestehe das swdte System nnr ans swei KM^eii 
P^ und P,, = — P^y deren Angriflbpunkte Jl^ uttdu^, 
sejea. Das Coordinatens jstem , dessen Lage wüIkfibN 
Coh ist, woDen wir so amiehmea, dnss beim attfimg- 
liehen Gleiehgewidite der Pnnkt ^^ in den AnArngs- 
fOBkt der Coordinaten und die Gerade jii^^ hi Ae Axe 
der X faHt Alsdann ist f^r den Punkt jf «, x^stA^A^^ 
yr=0, und für die Kraft /»„ X^P^y F=rO; Mglish 
k^=xX^ssA^A^.P^, wo die Riehtang tob P^ und die 
anftmglidie von A^A^ einerlei oder einand e r e ntg e g en^ 
gesetzt sqrn mAsesn, n sehde m il positir oder negativ ist 

Hat aum daher ftr ein ^jstmn tob Krifton in emer 
Ebene, die un GMehgewiehto sind, das Momei« k be- 
reehnet) nnd bringt mnn an swei wülklMMh » der 



r<Mi des Mktejpmhtf« te Krifte. (Sit 

Ebena geuommeiieii Pfuikten yf i aod ji% iwei einander 
direot' entgegengesetzte Kräfte P^ und Pa <ui| deren 

Jede s=s . . igt, and Von welehen /\ auf ^^ naeh 

der Riehtung ^iJt% oder <^2^| wirkt, naehdem A das 
positive oder negady^^ Zeiohen bat, so dass mitbin beide 
Kräfte bei einem positiven A ibre Angriffspunkte yon 
einander zu entfernen j hei einem negativen einander 
zu nähern streben: so werden bei der Drehung das 
Paar, in welches diese zwei Kräfte fibergehen, und das 
erstere System selbst immer gleiche Wirkung haben. 
Mit andern Worten: 

Em System von Kräften in einer Ebene^ welche 
sieh dae €KeieAgewieAt Aalten^ wird bei Drehung 
der Ebene in sieh selbst gleiehwirkeßd mit einem 
Paare^ dessen Kräfte eben #e, wie die des Systems 
mit parallel bleibenden Richtungen %md unverändert 
ter Stärke fortwährend auf dieselben zwei Punkte 
der Ebene wirkend sieh annehmen lassen. Die zwei 
Punkte selbst y oder auch der eine Punkt und die 
auf ihn gerichtete Krtft^ können dabei wiUkuhrlieh 
bestimmt werden. 

Ist das System anfangUdi nicht im Gleiobgewicbf e, 
sondern auf ein Paar redueirbar, werden al|M> Tmi den 
Gleichungen 1), 2), 3) nur die beiden ersten erfüllt, 
so wird 

i (SfT-^ytX) =: iV cos a — « A sin a, 

m 

folglich wenn wir S{j;,T—y,X):=s:0 setzen: 

tanga=j, 

ü. h. das Moment des Sjrstems verschwindet nach einer 
Drehung, deren Winkel n durch letstere Gleichung 
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bMtimmt ist und somit zwei am 180° veraohiedeDe 
Werthe hat 

Ist demnach ein System van Kräften in einer 
Ebene mit einem Paare gleichwirkend ^ se giebt es 
bei Drehung der Ebene in sich selbst xwei einander 
entgegengesetzte Lagen^ ift denen Oleichgewicht statte 
ßndei. Ein System dieser Art muss daher eben sOy 
wie das vorige^ bei der Drehung mit einem Paare 
gleichwirkend seyn^ dessen Kräfte auf xwei wiU" 
kuhrlich XU nehmende Punkte der Ebene nach par' 
allel bleibenden Richtungen wirken. 

§. 125. 

Wenn endlich das in einer Ebene enthaltene Sj« 
stem durch eine einzelne Kraft {X^j Yj) ins Gleichge- 
wicht gebracht werden liann, so läset sich der Angriffs- 
punkt (fi^yi) dieser Kraft in itirer Richtung immer so 
bestimmen, dass auch bei der Drehung das Gleichge- 
wicht fortdauert. Man hat nämlich, wenn zu den Kräf- 
ten des Systems noch die Kraft {X^y FJ hinzugefügt 
wird, zufolge der vi^r Gleichungen 1) . . 4) (§• 122.), 
welche das bei der Drehung fortdauernde Gleichgewicht 
bedingen: 

Hieraus fliesst nach Elimination von X^ und F^: 
Ba;,—Ay,=N,Ax,'^y,z=zhy 
und hieraus weiter: 



X 



_Ah + BN 



Vi—- 



Bh — AN 



^2^/f2 > «^1 — ^a + jja 

Ein auf eine einzelne Kraft ( — X^y — F^) reducir- 
bares System bleibt daher auch bei der Drehung mit 
dieser Kraft gleich wirkend, und die. Richtung derselben 
trifft fortwährend den durch die eben gefundenen Coor- 



Von den üf itteljpQnkteit der Kraifte« 
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dinaten ^lyjfi bestimmten Pupkt der Ebeqe^ — den 
Mittelpunkt des Systems. 

Für den besondern Fall, >venn die Kräfte einander 
parallele Riebtungen baben, upd, 9 den Winkel bezeiobr 
net, unter dem diese Richtungen gegen 4ie Axe der ;r 
geneigt sind, P^ P\ , . . ab^r di^ Intensitäten dar Kräfte 
ausdrücken, bat man: ' i 

^=cosy^/*, iV=siny JS^/^— cosyJSyJP, 

J5f=t sinyJ^P, A;=cosy2^/*+siny^y/*. 

Substituirt man diese. Wertbe in den ebigen Aus- 
drücken: fBrjP|-.und yi, so ergeben sich nach leiobter 
Redüotion:!. » ... 

... :v, ,; , . _^£P _^yP • 

_ 1 

die 8chpp;>in §9il08. gefundenen Wertbe fpr ö^ Coo]r-> 
dinaten des Mittelpunkts. paralleler KräftOf^ • ,, 
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Achte»' Kap i'te-L"./ - 

Ton den Axen des Gleichge.wichts. 

f isfe. • 

Die CJntersucbungen, wejdbe wir im vorigen l^apitel 
über Systeme von parallelen lüräften, so. wie, vo|i Kräf- 
ten, die in einer Ebene wirken, angestellt; baben, wollen 
iwip* Jetzt auf Systeme von Kräften im Räume überbaupt 
ausdehnen und uns deshalb zunächst folgende Frage 
.vorlegen: ^ • 

Auf einen frei beweglicben festen Körper wirken 
Kräfte nacb beliebigen Riqbtungen und b]lUen einander 
Adß Gleichgewicht Unter welchen Bedingungen wird 



46mn GlekhgßwUkt hm A eafauag &&t Lage dem Kfe- 
pen fortdauern, wenn die Krifte raf £e anOagfiehea 
AagrHbpoakte paralld mit ihren anfilagfieiieB Ricb- 
taogea la wirkea fortfakreiif 

Die ia den aiehetea §§. n gebeade Beaatwntaag 
fieser Frage wird fie Gmadlage aller vkngut Ueriier 
gehdrigen Untwenduingen bilden. 

§. 127. 

In Beng aaf ein recAtinakEebea Cooifinateaafrtem, 
deseea Azea eine naveffttoderiiebe Lage im RaaaM ha» 
len, sejen {XyTjZ)^ {X\T%Z%... die auf d« 
Körper wurlKendeo Kräfte mid {iP^yy%)j i^yj^f^ ••• 
die Angriffspunkte derselben Ter der Yerrfieknng des 
Körpers. Alsdann is^ w^ sieb die Krifte dasCUeisb- 
gewicht halten seilen (§. 0§.):- 

|5J[-0, lSiyZ-zT)=% 
(l);5r=0, {2)ls{»X-xZ)=0, 

(JZ=0, {S{xT—yX)=0. 

Man denke rieb noch ein swrites System dreier 
sieh reohtwinklioh sehneidender Coordinatenaxea, wel- 
ehei mit dem bewegliehen Körper fest rerbnaden ist, 
nnd für welches daher die Coordinaten der Angriffs- 
punkte bei der Bewegung des Körpers ungeändert 
bleiben. Dieses sweite Sjrsfem Mle anfangs mit dem 
ersten t^sf ewe susammen, so dass die Coordiaaten der 
Angriffiipunkf e iil beiden' (Systemen anfangs sich glmdi 
sind, tue nachherige Verrfickung des Körpers wird 
nun voUkommen bestimmt seyn, wenn wir die dadareh 
erfolgte Aenderung der Lage des zweiten Systems ge- 
gm datf erste angeben^ 

Sey daher, aadi der Terrfickung (e^ 6, e) der An- 
fangspunkt iM aweiten dyitems m Ben^ aaf das erste; 



Von te Azoi des GiBkhgewichti. 939 

seyen ferner ü^ Cosiniui der Wickel) welehie mit den 
Axen der XyyyX im ersten Systeme 

die Axe der x im zweiten maebt^ == a^ /?, y^ 

• - - y - - - =«^/^>/> 

Alsdann ist, wenn wir nooli die f&r das erste Sy- 
stem veränderten Coordinaten der Angriflbpnnkte mit 
^n y^ */5 ^o y^n ^n ^^^ bezeichnen: 

x, = a + ax + a^y+arx9 

^, s=s a + im/+ ay -f- a% 

U. S« W« VU 8. W» 

i" • 

Da n«i gnoh nach der Yercüekuag swischen dta 
sich parallel gebliebenen Kräften Gleichgewicht noch 
herrschen soll, so müssen nächst den obigen sechs Glei» 
ohusgen (1) und (2) noch feigende drei 

(j(x,F— y^l=0,. erfüUtwe^en. 

Es wird aber, wenn man fttr Xf^y,^ %, fbatn dnrrelk 
x^ jfy X aüsgedrückfen Werthe snbstttnirt: 

y,Z^'^x,lf:^tZ+^fixZ+ß^yZ+/rxZ 
— cT—yxT^/yT^y^zT. 

Seta(t man dabeiEt noek dieor Kurse wiflcipi vnd mit 
Rücksicht atif (2)': 

• iSy^=2xY^Fy SxX=^A 

{4,yhx.X^SxX^ey SyY^m^ 
{sxY=SyX^JB; ^xZ^n^ 

^und erwägl^ dass nairii (1) 2X=s:0^ eto.> sp vor wandelt 
sich die erste« ctiMr Gleiohupigeft (8)c ia : 



ir 
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.... und eben so folgen 

ans den beiden andern Gleiehnngen (3). 

.An die Stelle dieeer . mit (3) identieeben GleidinB- 
gep (5) lassen sieh aber drei ans ihnen flksaende na- 
gleioh einfachere setzen«. Zu dem Ende erinnere man 
sich zuerst der bekannten Relationen: 

1 «'«"+/f /?-+//'= 0, ( ^y + /J'/ + /Ty^ = 0, 

(A) { «" « + (f'ßWr = 0, (Ä) ( y« + /«' + fa" = 0, 

iind der ans ihnen sich ergebenden: 

(/?/ -^y=u\ ya'- y'«=;J"j a/S'-a*/f =y%*). 



'' ''3'^m' letztere weniger oft yorkommende Relationen (JD) not dea 
fO|[)]yQff|;e|(fBi^n abzuleiten,! denke man neb in den (ZI) auf der. redi- 
len Seite des Gidcbbeittzeichens statt a, §, y^ a, . . • eiastweflea 
a, &, c, a^«.., als abkürzende Bezeicbnongen ydn ^/' — Z'^/'« elc. 
geschriebies« I>er damx BOch !sn fibrende Beweis^ dass ««s«, h=:ß^ • • 
c"— /', i^ folgendes. . _.. ; , 

Ans der zweiten und dritten der Gleicbongen (A) fliesst: 
ttißiy — ^ Y — /y ^ : /c — y m i a ß -^a /J 
d« i. 8B a : 6 : c, 

eben so ans der zweiten pnd dritten der Gleidiungai {B) : 

a:a:o ssii:a:o; 
und man siebt leicht, indem man auf gleiche Art audi die übrigen 
^ Verbindungen zweier Gleichusgen in (A) und in {B) in Rechnung 
zieht, dass überhaupt die neun Grossen a, &, • • • c" den nenn Co- 
sJüDSsOa <»t ßt • • • y proportional sind. Man setze daher 



Von ien Azon des GtoMigewkliti« SNl 

Nun folgt aus dea zwei letzten der Gleichungen (5), 
wenn man aus ihnen / wegsohafl^ sie deshalb, resp. mit 
ß und y multiplicirt und hierauf addirt^ mit Anwiendung 
der Relationen (J9): 

Hierin ist vermöge (J9) der CoefScient von JF^ 

Multiplicirt man daher noch die erste der Clleichun- 
gen (5) mit 1 + « und addirt sie zu der letztgefundeneD) 
80 geht F heraus, und man bekommt nach gehöriger 
Reduction mittelst (J9)r 



wo m eine for alle diese Gldchiingen anyeranderliche Zahl ist. I^m 
sie za bestimmen^ ndbme man etwa die drei letzten Gleichongea 
von (D): 

ßy — ßy:=zma y ya ^^ya:=mß ^ ap — aßssmy^ 

und addire iure Quadrate, so kommt nach leicbier Tnmsfonnation : 

eine Gleichai%, die sieh vermöge der Gleichnagen (C) und der drit* 
ten von (Jl) auf 

redacirt; folglich entweder immer mats^t^ oder immer ihmb-— 1. 

Üeber die Wahl zwischen diesen beiden Werthen Von m entschei* 
det der Umstand, dass die zwei Axensysteme, deren gegenseitige Lage 
durch K» /9, ••• y' bestimmt wird, an&nga zUsanunenftilen sollen^ 
die positiTen Axen der x, y, z des einen mit den gleichnamigen 
positiven Axen des andern* Bei dem Zusammenhdlen beider l^ysteme 
ist aber offenbar tt^ssaß^w»^y'^=±, und jeder der sechs übrigen Cosi* 
süsse «sO. 8ubstituirt man diese Wertfae von «,•••/' in die erste 
der Gleichungen (D): ß^y' — ß'^y^^ma^ so erhalt man m^^^t, 
Die Gleichungen (D), wie sie oben geschrieben sind, haben daher 
ihre Richtigkeit. 

Hätte das eine Axensystem gegen das andere eine solche Lage, 
dass sie beide nicht zur Coincidenz gebradit werden könnteuf sondern 
dass, wenn, z« B. die positiven Axen der w und y des einen in die 
positiven Axen der af und y des andern fielen, die positiven Axen der» 
'z einander entgegengesetzt wSren, so würde man, wie sich auf gleiche 
Art zdgen lasst, m«B-»l zn nehmen habea« 

16 
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0?~«Ofi^+(«"-r)^+0»"-/)(-»+^)=»5 

«ad eben so findet sioh 

(/-/ni5f+(/?-«)F+(y-«")(ii+/)=(l, 

naobdeiii man die Gleiobuogen (5) das eioemal mit a', 
i-t-fi^f /) das anderemal mit a\ g[\ 1+/' multiplioirt 
aad sie hierauf beidemale addirt hat. 
Man setze nun noch zur Abkürzung: 
(6) /— /^'=yT, A'' — y«;tT, ß-ül^in^ 

(7) \n+l = 2(xZ+xX)r^g, 
SO werden die eben erhaltenen drei Gleichungen 

(8) Uff+^F=xg, 

Dies sind demnach die Gleichungen, welche die 
Stelle von (5) oder (3) vertreten können, also die Be- 
dingdngen, unter denen auch nach der Yerrüqkung des 
Korpers Gleichgewicht noch statt findet. In ihnen sind 
F^ 6^ H^f^g^h nach (4) und (7) durch die Richtungöü 
und Intensitäten der sich das Gleichgewicht haltenden 
Ejräfte «id durch die anfänglichen Ooördinaten ihrer 
Angriffspunkte gegeben 5 die Verhältnisse zwischen 
7» X^ '^ Aber sind nach (6) durch die Lage des Korpers 
nach der Terrfiokang gegen seine anfängliche Lage 
bestimmt. 

f. 128. 

Die Yerhältnissgrossen 9, x^ ^p haben hier eine noch 
besonders merkwürdige Bedeutnng. Addirt man nänh> 
lieh die Gleichungen (6), nachdem man sie vorher resp. 
mit a, ßy Y multiplioirt hat^ so kommt mit abermaliger 
Anwendung von (J9)x 
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«(jpT + /y;^r + yi//T =;=/ — /?" =s 9>T, d. i. 

1^9 + ftc + yV = 9}. "P,d ähjiliQherweise 

,A|an be9tiiniiie aup die in (6) bis ^Q<tzt;^ liif{^l||y^ p 
niälmßnde €}rössQ r so, dass \ >^ 

* 

. EBerdareh. wi?d . A 



<. ^ 



(14) ,^+;t» + V^-** 

nnd man itann nntun^hr q^yXf'^ als die Cösltm» ^ 
"Winkel betrachten^ wetohe eine Gerade p tnit deh A^^i 
' Axen des ersten Coordlnatensjstems mäclit« W<6i( ä, ß^ y 
die OosJhns ' der Winkel der Ax6 der \sc des «wrfteh 
Systems mit den drei Axen des erEften sind, sö^'ist 
f/^f+ßx+T^ ^^^ Cosinus des Winkels^ den die Cl4i^ade 
p mit der Axe der > des zweiten Sjrstetner madfr.^ Die- 
ser Cosinns ist aber znfolge der ersten Gleiebi^'ili 
(9), =9; d. h, die Gerade p mäofat"mfl! der Azd difr'^ 
des Bweitea Sjatetes denselben WJhk»!, als «alt «der 
Axe der ^ des j^rstea. Auf gleiche Art corfc^upt: mw 
aus d^ zweiteq der Gleichungen (9)» .4P^<mi P nit dem 
Axen der y, und aus der dritten, das^ p mit den Axen 
der % beider Systeme einerlei Wipli^Jl np^ht» 

Nimmt maq dah^r an, dass hei4e Systeme ejlpeii 
gemeinachaftUohea 'Anfangspunkt bBben» so giebt «s 
immer eine durch denselben gehend^, durch ff Xt i^ 
bestimmte Gerade p^ welche gegen beide Systeme ei- 
nerlei Lage hat*) 



*) Der Entdecker dieses merkwordigen Satzes ist Eo 1er. Siehe 
dessen Abhandlung: Furmuiae genefoks ftro trmuMlone quaamque cor^ 
porwn rigidorum in iVsv« C on ^m MU Piirop* Tarn* XX., wo der Satz 
sehr einfach darch eine geometrische CoastmctioA bewiesen ist. 

16« 
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f 129, 

Man dmke sidi om den gemeinsobaftliGhen Anfangs- 
punkt heider Systeme mit einem beliebigen Halbmesser 
«ne Kngelfläohe besebrieben. Werde diese von den 
Azen der x^yi^ ^es ersten und zweiten Systems resp. 
in Af^ B,^ C, und A^ By C^ und von p m P (Fig. 41.) 
getrotfen, so Whd' xo Folge des Erwiesenen die Bögen 
PA,^PAy PB,=zPB, PC,=^PCj und daher die 
sphärischen Dre^tcke B,PC,y C,PAn A,PB, resp. gleioh 
und ähnlich den ^Dreiecken BPCj CPA^ APB. Hier- 
ans folgt leicht weiter, dass die drei WinkeL^^^, 
BfPBy CfPC einander gleich sind, qnd dass mithin das 
eine System durch blosse Drehung um die Gerade p 
nm einen Winkel z=zAfPA^=^ etq. mit dem andern zur 
JOecknng gebracht werden kann. 

Die Grosse dieses Winkels muss sich ebenfalls 
^^urch a, • *• /^ ausdrücken lassen. In der That hat mab 
4n dem sphärisdien Dreiecke A^A i 

M» A^ SSI eoB PA, tou PA + Bin PA^ mnPAcouA,PAf 

filithin,' weil cos AyÄh=s o, cos PA, = cos PA =s?^, und 
wenn üian den Ooribus von A,PA:= ete. mit <r bezeiehnet: 

(12) a=9« + (l^,«)ir, 

worin man nur noch, mittelst (6) und (10), gl dtfrdi 
ci,..,/^ auszudAcken hat Um aber einen symmetri- 
schen Ausdruck für zu erhalten, entwickle man s^ 
neu Werth auf gleiche Weise durch Betrachtling der 
Dreiecke B,PBy 0,PCj und es kommtx 

:V/' + (l~t//^)<r5 

mithin wenn man diese zwei Gleichungen zu der vorigen 
addirt, und mit Berücksichtigung von (11): jr^,4j. 

(13) « + /?'+/'=l+2cr. 
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'^ Der Werth von a hängt auf eine selur einfaehe Weise 
mit der Hülfsgrösse v lusammen. Es ist nämlieh lu« 
folge 46r Gleiobungen (C): 

/* +/j''2 — 1+a« — //^ — /'% 
und naoh (J9): — 2yT = 2a— 2/ry''. 
Hiermit ivird: 
(/-/»")» =(! + «+/»'+/') (l + a-/»'-y'0 
=: 4 (1 4- 0') (<* — <')) und eben m 

(/y-aV = 4(l+a)(y''-a)5 
folglich naoh (10) und (13): 

(14) T^=4(l + o)(l — o) = 4sinu*^^«. 
So i^ie daher %Xi^ clio Cosinus der Winkel dee 
Drehungsaze mit den Azen der Coordinaten sind, so 
ist 4-T der Sinus des Winkels selbst, um welohen das 
System gedreht worden.*) 

f 130. 

Um den KSrper aus seiner anfängliohen in die 
Baohherige durcdi a>yb^e a,ß,... y" bestimmte Lage tu 

«) Mitteilt der 9 Glddumgen (fi), (9) und (12) laisen fMi oia« 
fekdurt lammüiche neun zur gegenseitigen Verwsndlan g der CooriB« 
DtteB dienende Cosinnt «, ••• /' dorch tf oder tmb2 /l— a' und ^, 
Xt ^ audracken« Die Werthe Ton a, ß*, y' gebes die Gleichaimgea 
(12) unmittelbar. Die Werthe der übrigen finden rieh naoh lelobter 
Rechnung: 

f-^iX-^^x^-ktip, r — (i-tf);irV'4lf7f 

Diese Formehi sind gleichfiüls Ton Eni er gefiinden woiden. 
IVbv. Cofimwiif. Petrop, Tom» XX. iVioiMi mähodua mofiim coirpomiii li- 
f;idwrum deternUnandi, 9* 22. Vergl. Crene*s Journal II. Band II. Hefti 
8« 188: Ekkri fommUm da tramfonMiUme, ce e rrff ss temw yos Jsesbi; 
dasseUie Jonm. TULBd. n.Hea 8.159: GraMrltM»* dte V m /m d ^ 
kmg der Coordinatm im Rmme. 
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htmgeüy kanB omui aaeh so Yerfobren, dftss man ihn 
menl parallel mit sich foHhewegf , bis ia Bezog aaf 
das erste im Raome onreräDderliehe CoarfiaatettsyMes^ 
der im Aafangspuikte desselben befiadlicbe Punkt des 
Korpus nach (o, 6^ e) kommt, und dass man sweiteas 
dea Körper um diesen Punkt dreht, bis die Coerfiaat^ 
azm iBe dnrdi o, ßf» /' bestimmten Riditmigen er- 
halten« Dieses letztere aber lässt sieb, vie wir so eben 
gMdien haben, immer dadurch bewerkstdiigeo, dass 
man den Korper um eine durch den Punkt gehende, 
^bxrtAk 9jXy^ ihrer Richtung nach bestimmte^ Axe am 
einen Winkel dreht, dessen Sinus =^|t ist. Jede Ter- 
rSekang eines Kapers kann dahw als xnsammmigesetzt 
aas aber parallelea Fortbewegung und aus einer Drehong 
am eme gewisse Axe betrachtet werden. Durch dEe 
parallele Bewegung wird aber das anfanglidie CStieli- 
gewieht nieht aufgehoben, indem die Coordinaten u^i^e 
aus den Bedingnngsgleichun^en (6) oder (8) für die 
Fortdaaer des CHeiehgewiehts herausgegangen sind, und 
wie aodi sdion daraus erhellet, dass Jede Knrfk paraHei 
mit ihrer anfanglichen Richtung auf denselben Punkt 
des Korpers fortwirken solL Bei der Untersachnng 
fiber die Fortdauer des Gleidigewlchts kommen daher 
Uoas die Warthe Ton o, — /' •^^ ^ Winkel in Ba* 
traidit, weldie die Coordinatenaxen in ihrer neuen Lage 
mit den Axen in der alten Lage bilden, und diese 
Winkel nicht einmal Yollstandig^ sondern zufolge der 
Gleichungen (8) Uoss die durch ^Sn Winkd bestimmte 
Axe der Drehung. 

Snd daher zwei moht parallele Lagen des Körpers 
gegeben, in denn jeder Gleichgewieht statt findet^ aa 
iasaea eiek daraaa aeeh naaihlige andara Lagen fiade% 
welche denselben Zweck erfüllen« Indem man nämfiidi 
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mit dem Körper ein reobtwiakliges Coordinatensystem 
fest verbindet und die zwei Lagen desselben, velebe 
es bei den zwei verscbiedenen Lagen des Körpers hat, 
mit einander vergleicht, ergeben sieh die Werthe von 
a, •«./', und aus diesen naob (10) und (6) die Werthe 
von T, q)y /, yjj von denen die drei letzten wegen des 
Gleichgewichts den dr#i nothwendigen Bedingungsglei- 
ohungep (8) Genüge leisten werden. Da diese Glei- 
chungen aber auch hinreichend sind, so wird mit Bei- 
behaltung von (fy Xy V^ Q^d beliebig anderer Annahme 
von T das Gleichgewicht noch bestehen; oder mit andern 
Worten: 

Zu xip^i, einander nicht parallelen Lagen eine^ 
Körpern lannt $ic^ immer eine McAtung Jlnden^ so 
dass der Körper durch Drehung um eine mit dieser 
Hic/dung parallele Axe aus der einen Lage in eine 
mit der andern paraUele Lage gebracht werden kann$' 
und wenn der Körper in jeder dieser beiden Lagen 
im Oleichgewichte istj so ist er es auch in Jeder 
dritten y in welche er durch weitere Drehung um 
jene Aa:e und durch paraUele Fortbewegung ver^ 
setzt wird. 

Ein Fall, dessen wir hierbei noch besonders ge- 
denken müssen, ist der, wenn zugleich 

y'=/S", a"=y,/J=«' 
ist. Alsdann bleiben die Verhältnisse zwischen (gp,;^,V^ 
nach den Formeln (6) unbestimmt, % oder der doppelte 
Sinus des Drehungs winkeis wird =0, und daher dieser 
Winkel selbst entweder =0, oder =:180^ Im erstem 
Falle sind die beiden Lagen des Körpers, wo nicht 
identisch, doch mit einander paralldL Im letztem hat 
zwar eine Drehung 9lMi gefiinden, auch lassen sieh 
dann die Werthe vim ^^XyV^ mittelet iat Formeln (12) 
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bestimiiieB, hi4eiii Cj all der Cosioas des Drdmiigs- 
wmkelBy s= — 19 and daoiit 

werden. Da aber r m den Formdn (6) jetzt nieht mwht 
imVestimint bleibt, so kann ans dem anfönglidien CUeieii- 
gewidite nnd dem Gleichgewichte nach einer Drehung 
nm IW noch nidit anf das Glwdigewidit nadi «ner 
Drehung um dieselbe Axe um iigead «neu aadem 
Winkel geschlossen werden« 

f. 131. 

Wenn das Glridigewicht swisdien mehren auf 
rinen K^per wirkenden Kräften durah Drehung ^s 
Körpers um eine gewisse Axe nidit aufgehoben wird, 
so woUoi wir die Axe eine Axe des Gleichgewichts 
nennen. Jede mit einer soldien parallele Axe ist bei 
einem firei beweglidien Korper, den wir bisher alMn 
in Betraditung nahmen, ebenfiEdls eine Axe des Gleidi- 
gewichts, da ihra Lage bloss durch die Winkel, welche 
de mit den Coordmatmaxen l^et, bestimmt wird. 
Dodi wollen wir der Kurze w^en Ton diesem Systeme 
paralleler Axen, als wie tou einer einzigen, spredien, 
und unt^ der einen, welche genannt wird, die übrigen 
ihr parallelen zugleich mit Terstehen. 

Nicht bei jedem Systeme Y<m Kräften, wddhe an 
einem frei beweglidien Korper im Glddigeiridite dnd, 
giebt es dne Axe des Glddigewidits, Denn aus der 
zweiten und dritten der Gldchungen (8) folgt: 

(15) q>:xzy^=gJkf^iI^+HA.BF+Og^ 

und wenn man diese YerhäHnJsawcrthe Ton 9^X9 ¥^ >* 
dar ersten jener Gleidmngen substitnirt: 

(16) 2FeJSf+F'f+tf'g+H'A^fgJksi9. 
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Dies ist demnaph die Bediogungsgleiohung,/ unter 
welcher eine Gieiohgewichtsaxe statt findet. Wird sie 
erfüllt, so erhält man aus (15) die Verhältnisse zwischen 
99X9% und damit die Winlcel, welche die Gleichge- 
wichtsaxe mit den Axen der Coordinaten macht. ' 

f. 132. 

Soll ein System von Kräften^ weldie im Gleiolige- 
wichte sindy eine Gleichgewichtsaxe von einer durdi 
9^9 />V^ gegebenen Richtung haben, so mässen die drei 
Gleichungen (8) einzeln erfüllt werden. 

Werde s. B. gefordert, dass die Axe der x eine 
Gleichgewichtsaxe sej. Alsdann sind 9 und x=^% und 
die drei Gleichungen ziehen sich zi^sammen in : 

d. i. Sa:Z=sOy 2yZ = % 2(a;X+yY) = Q. 

Die zwei ersten dieser Gleichungen geben, in Ver- 
bindung mit der wegen des anfänglichen Gleichgewichts 
nothigen Gleichung JSZ=0, zu erkennen (§. 73. Zus.), 
dass, wenn man jede Kraft an ihrem Angriffspunkte in 
zwei zerlegt, yon denen die eine parallel mit der Ebene 
der Xj y, die andere parallel mit der Axe der % ist, die 
mit der Axe der x parallelen Kräfte für sich im Gleich- 
g-ewichte seyn müssen. Die dritte Gleichung, in Ver- 
bindung mit den Gleichungen 2X=0, 2F==sO, 
2(^y— yJlL) = 0, deutet an (§.122.), dass, wenn 
die Kräfte auf die Ebene der 4r,y projicirt werden, 
das Gleichgewicht zwischen diesen Projectionen durch 
Drehung des Körpers um die Axe der x, als wo- 
durch die Ebene der ;r,y in sich selbst gedreht wird, 
nicht aufgehoben werden diur£ Wir können daher aucdi 
sagen; 



i 
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\ Zur Fortdauer des 6leichgew$eAt9^ fnetm der 
Kirper^ auf welchem die Kräfte wirken^ um eine 
Axe gedreht wird^ iei ee nethig und hinreieh^nd^ 
daee erstens die jProJectionen der Kräfte auf lAmen^ 
weiche man parallel mit der Axe durch die Angriffs^ 
punkte der Kräfte legt ^ für sich im Gleichgewichte 
sindy und dass zweitens das Gleichgewicht zwischen 
den Projectionen ihr Krtffte auf ei$te die Axe recht- 
winklich schneidende Ebene bei der Drehung ssieht 
aufhört. 

%. 133. 

Dafw diese zwei Bedioguugen die einzig nothwendi- 
gen zam Fortbestehen des Gletobgewiehts siad^ lässt sieh 
ohne Zuhülfenahme der TorhergehendenJReohnung aaeh 
folgendergestalt sehr ansohaulich durch Construotion 
darthnn, 

Sej AB (Fig. 42.) die Drehimgsaxe, welche man 
sich vertieal denke; MPf eine darauf normal gesetzte, 
also horizontale, Ebene* PQ sey eine der Krftfte des 
Systems und P ihr Angriffspunkt, so wie aiueh in 4mtk 
Folgenden bei Darstellung einer Kraft duroh eine ge- 
rade Linie der in dem Ausdrucke der Linie zuerst ge- 
setzte Buchstabe immer den Angriffspunkt bezeiohne. 

Bey TU die rechtwinklige Projectioa Yon /% «tf 
MiY^nnd/W^^iSfzwei Perpendikel vonP,«aaf«<7,P7; 
Man veriängOre noch ÜT bis O , so dass TOxsr VT. 
Alsdwu ist) auch bei beliebiger Verräoknng des Kör- 
pers, die Kraft PU^ gleichwirkend mit den an den Punk- 
ten P, T des Körpers angebrachten Kräften PR^ PS^ 
TUy TOy d.i. mit dm Kräften T<7, PS und dem Paare 
Ä», TO. 

Man verfahre auf gladie ^^ -^^ ^-i-^- ^^ übrigen 
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Systeme: in «iii System JSr, "desBeii Krftfte TÜi^... in 
der iiorisontalen Ebeti<e iHU\riiegen, in ein System V 
Ton terticalen Kräften PSy . . • näi in ein System ÜF^ 
ans Paartm PJt, TO ; . • • in vertioalen Ebenen bestdiend» 
Da tann B^ Vy W zusammen im Gleieti^ewichte siiyn 
sollen, und die einftudie hi^rizontale Kraft oder das ho- 
ritontale Paar, worauf sieh H rednoirell kdnnte, mit 
der einfachen vertioalen Kraft oder dem vertioalen 
Paare , wöranf sieh V und W in Yerbindun^ znrüok* 
IShren lassfeft k($tinten, nioht im Gleiebgewichte seyn 
kann, so inTüäHen H für steh und V und fV zusammen 
für sieh im Gleiehgewiohte seyn; also muM- ^entweder V 
nnd Wy jedes besonders^ im OleiehgewiiJhte seyni od^r 
V mpsä sieh auf ein dem W gleiches tM entgegen» 
gesetztes Paar redueiren lassen. 

Man denke sieh jetfet den Körper xüä die Axe AB 
am einen beliebigen Winkel gedrcM, wllirend di# 
Kräfte PQy... auf die Punkte /^•••y oder, was das- 
sdbe ist, die Kräfte 727, PSj PH und TOy eto. auf 
die Punkte JPtmd T, ete. des Körpers, parallel mit 
ihren anfänglichen Richtungen y zu wirken fortfahren. 
Die Kräfte von Jl bleiben dabei in der horizontalen 
Ebene MPf^ die Kräfte von V bleiben vertioal, und 
eben so wenig wird die Yerticalität der Ebenen der 
Paare von W geändert. Da nun auch Jetzt noeh zwi* 
sdien Hy F, Jf^ Gleichgewicht herrsehen soll, se muss, 
wie vorhin, H f är sich im Gleichgewichte seyn, welches 
die zweite der obigen Beuingungen giebt: dass n&mlieh 
zwischen den Prt^ectionen der Käfte auf eine ^ Dre«- 
hungsaxe rechtwiaklich sclmeidende Ebene bei Drehung 
der Ebene iü sich seihst das CSIetdigewieht besendeie 
fortbesfeihe« 

Femer ibtiss, wie voASn, das System j^ -eatwedetr 
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fiir.tidi im Ctleiohgewiehte . «djb, oder oia d^m ^ das 
Gleiobgewioht haltendes Paar sor ResuHaate halrtu 
Bei Drehung des Körpers um AB haben aber die mit 
jiB parallelen Kräfte FSy..^ aas denen F msamion 
gesetzt ist, ihre Lage gegen den Körper onTeriadert 
' behalten. Je nachdem daher F *^^^"C* im. Gleiehge- 
widite var^ oder sich aof ein Paar rednoirle, wird es 
auoh jetzt noch im Gldohgewichte sejn^ oder mit ei- 
nem Paare gleiche Wirkung haben, dessen Moment 
dem des erstem Paares gleich ist, dessen £bene aber 
mit der Ebene des erstmn Paares «nen dem DrehiiDga* 
innkel gleieheii Winkel maehL 

Anders Terfaalt es sieh mit dem Systeme ¥F^ der 
Paare PB und TO, etc. Die vertioale Ebau mea 
jeden derselben bleibt bei der Drehung sieh seÜMt par- 
allel, mithin bleibt auch die Wirkung jedes Paares u- 
geandert (f. 50.); und je nachdem fF mjßSSmgßkh im 
Gleichgewichte war, oder sich auf ein Paar.rednoirtfl^ 
wird es auch jetzt noch im Gleichgewichte, oder mit 
demselben, anch seiner Lage nach nuTerandert geUie- 
benen, Paare gleichwirkend sejn« 

Hieraus folgt nun unmittelbar, dass jeden der bei- 
den Systeme V und fF Sar sieh im Gletchgwwicfale 
aeyn mnss, indem sonst, wenn sie anfangs aaf zwei ' 
■ich das Gleichgewicht baltmde Paare sid& redsairt 
hätten, bei dw Drehung des Körpers das Ton F ber- 
ruhrende Paar sich mit gedreht hätte, die Ebene des 
andern aber sieh parallel geblieben, und somit das 
Gleichgewieht anfgehoben worden wäre. Das Glnidh 
gewidit ¥on F, oder das Crleicfagewidit swisdun 
den nach Parallden mit der Aze geaehätsten Krnftan 
des Systems ist demnadi die zweite, oben snent g»> 
Bedingung für die Fortdauer des Casid^owinUB, 
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und 9 da faiervonr das Gldiehgewioht >dcis SyBtems W 
•ine nothwendige Folge ifet^ keine Arftte- Bedingung 
weiter erforderlioh. 

— Wir nafainen bei 4ieBer Beweisführm'g den Dre- 
iraogsiriidtel beliebig an. Igt er gerade «s 180% ee 
kommen die boÜzontalei^ ' Kräfte dee Systeme H in 
Bezug auf den Körper in eine ihrer anftngliehen direot 
entgegengesetzte. Lage imd^ sind daher, eo wie anfangs^ 
auoh jetzt wiederum dieiobgewichte; Daiiiit also naeh 
einer Drehnag um 180! JMMsh ti|9iehgewiobt statt finde, 
ist es nur nöthig, däs^ dfui System f^ oder die naeh 
der DrehuDgsaxe gesehätzten Kräfte des Systems unter 
sieh im Gleiehgewiobte sind. — Daraus also, dass naob 
einer Drehiuig nm 180^ das C}leiehgewioht noeh besteht^ 
kann Qo<^^iMoht auf die Foirtdütaer desselben bei irgend 
einem -en^fi'n.Prehungswinkd geschlossen werden. 
(4. 130. zu Eode.) 

Eben so wie /'s 0^ ^^% ^ssO die Bedingungen 
sind, unter denen die Axe der % dne Axe des Gleich- 
gewichte ist, so idrüoken & = 0, /Ts 0, /*= die Be- 
dingungen aus^ unter welchen der Körper, ohne das 
Gleichge^iricht zu yerlieren, um die Axe der x gedreht 
werden kann. Sind daher jP, &, ff^fy h zugleich =:0^ 
SO sind sowohl die Axe~ der %. als die der \r, und 
alle mit ihnen parallelen. Axen, un^ Mcht allein 
diese , sondern auch alle mit 4or Ebene der x, x 
überhaupt parallelen Axen, Axen des Gleichgewichts. 
Denn für jede dieser Axen ist /=iO,.;aBd mit den 
Sechs Gleichungen F^ix^ H^f^h^ x^ss^^ wird. den drei 
Gleichungen (8) Genüge, geleistet. Weim folglich Tcn 
zwei Axen^ welche einen recbtän Winkel mit einander 
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■Nidicii, «ae jede eine Gleiefagewiehtsaise ie^ 09 ist «p 
aaeb jede aadere, welche mit der Ebeee dm WiiiMp 
paraUel länft 

Vm ditt Seehe aügwuioßt «0 antimPQlkfP) s^ee 
kgmi ewei eiMDder eiebt parallele» daüdil 9h2» V^ aa^ 
^f/fV^ beedoiste Azan (}leiefagewietif#a^iap 9i§ft)eWh. 
AledaaA aHiea a^jn: 



*'■*••■ «.^«A. .1« 






Es fb^ aber, wenn man zur AbkAmmg 

setzt nnd die erste Gleichnng in (8) mit der eratoa bi 
(8*) verbindet: 

and eben so durch Verbindung der zweiten nnd dritteo 
Oleidrang in (8) mit Aet zweiten nnd dritten ia (8^): 

Hl — ^ 2 P^^p : 7 : r, 

OiPir^hzsspiqzr. 

Eüminfal man hieraas die Grössen py fy r^ Ton de- 
nen höchstens nur eine =0 sejn kann, indem sonst 
die beiden Gleichgewichtsaxen einandei^ para&el oder 
identisch wären, so erhält man nicht mehr, als folgende 
drei von einander nnabhängige Glriohangen: 

fF+OM=% ^ö+ÄF=0, AH+FG=0. 

Dies «ad demnach die Bedingongsgleidiangan, 
bei denen awei €ileicligewichtaazen zugleich vorhanden 
sind. Eliminiit man aber daButy^^,A ans (8) oder (8*)» 
so erhftk asan jedesmal imelbe Glaiehnng: 
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J+^+^ = 0, oder ^+.. = 0, 

als die einzige jetzt zwischen den 7, /, t// der einen und 
andern Gleichgewiohtsaxe zu erfüllende Relation. Die* 
0er GleiofauDg leisten aber niobt bloss die vorigen zwei^ 
sondern auch sUe diejenigen Gleiobgevicbtsaxen Geuüge, 
m^elcbe parallel Qut der Ebene sind, deren Gleifdmug' 



€H^bt e$ ddher bei einem Kärper^ welcher nn 
€^leißhgewiohte üiy xwei einander nickt pareMeU 
GleiohgewitlMttxen^ $0 sind e$ muck weck dUe dieje^ 
nigen^ welche mii erstem Seiden einer und derselben 
Eb^ne parallel hmfen. 

Hieraus ist leicht weiter sn folgern , dass^ wenn 
ein Körper drei Oleichgewichtsa^en Oy by e haty 
Welcke y nicht einer und derselben JEbene parallel sindy 
muck jede vierte Ase d eine Qldcf^ewicktsaxe ist^ 
Denn -denken wir uns sämmtliche A:s«i durch einen und 
denselben Punkt gehend (f^ 131^), und werde dann eine 
durch a und b gelegte Ebene Ton der Ebene doroh e 
and ii# in der Geraden e gesohnitten, so dass e mit a 
ttHd b, in einer Ebene ist, und desgleichen d mit c und tf. 
Da nun a und b Gleichgewiohtsaxen sind, so muss auch 
e einis solche sejoi; und wril e und e es sind^ so muss 
es auch d sejn. --r> Wir können dea hiermit bewiesenen 
Satz auch so ausdrücken t Ist ein Körper im Gleichge- 
-wichfe, und wbd. dieses durch drei verschiedene Yer- 
rückungen nicht au%ehoben, so dauert es im Allge« 
neSnen auch bei jeder vierten . VeOruokung fort; odior 
mit noch andern Worten: 

Ist ein Körper in vier verschiedenen Lagen ^m 
OleickgewicktCy so ist er es im Allgemeinen auek im 
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jeder ßlnften. — Uebrigens ist dann^ wie man leioht 
findet, jede der seehs Grössen PyOyH^f^g^h einzeln s=0. 



§. 135. 

Ein im Gleiebgewiobte befindlieber Körper bat im 
AUgemeinen keine Axe des Gleiebgewiebts, da mm 
Yerbandensejn einer soloben Axe die ErfbUnng der 
Bedingungsgleiobmig (16) erfordert wird. Indessen ist 
es doch immer möglicli, zu den sieb anfangs das Gleiob* 
gewiebt haltenden Kräften zwei neue das Gleidigewidit 
nicht störende Kräfte hinzufügen , welche eben so^ wie 
die schon vorhandenen, auf bestimmte Pnnkte des K^ 
pers mit parallel bleibenden Richtungen wirken, 'umI 
wodurch es geschieht, dass der Körper eine Gleiehge- 
wichtsaxe von gegebener Richtung erhält 

Denn seyen P^ und /'s» oder wenn wir sie nach 
den drei Coordinatenaxen zerlegen, {X^^Y^yZi) und 
(^2, Ye^yZ^) die zwei neuen Kräfte; A^^ and A^j oder 
(•^1 yi9 ^i) ui^d {x^y y2> ^2) ^^^ Angriffspunkte. Da 
das anfängliche Gleichgewicht des Körpers durch EBn- 
zufügung dieser zwei Kräfte nicht aufgehoben werden 
soll, so müssen letztere zu Anfange einander ebmifalls 
das Gleichgewicht halten. Mithin muss seyn (§• 66.) s 

2:, + x, =0, r, + r, =0, z, +z, =0, 

yiZ,+y^Z^c=^x,Y^+%^Y^y ete. 
nnd wenn wir X^^Y^^Z^ hieraus eliminiren: 

(y2 — yi) -2^2 = («2 — »1) I^2> 

(«2— «i)X^2 =('^2"^^l)^2> ^^ 

folglich, wenn wir noch die von A^ bis A^ gezogene 
Gerade =r, die Cosinus der Wmkel dieser Geraden 
mit den Coordinatenaxen = X, /u, v, nnd daher 

setzen : 
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Mitbin wirkt P^ in der Linie r^ wie sobon aus dem 
Till. Grundsatze in §• 14« flieiis^ und es ist, wenn wir 
diese Kraft positiv annebmen, sobald sie iiaob der 
Riebtung Ai At wirkt, also den Punkt A2 von ^^ so 
entfernen strebt: 

x,=p,Ä, r,=p,iu, z,=p,K 

EUermit baben wir in unserm Systeme von Eüräften 
über sieben neue GtöB^eni x^^y^^x^^r^P^ und die 
zwei Yerbältnisse zwischen y^y^^Vy zu verfugen, und 
werden diese Grössen auf imendlioh viele Arten so be« 
stimmen können, dass den drei Gleiobungen (8), in de- 
nen %Xy'^ ^^ gegeben anzusehen sind^ Genüge ge« 
sobiebt. Die Recbnung bierzu, deren Ergebniss uns 
im näcbsten Capitel von besonderem Nutzen seyn wird, 
ist folgende. "" 

Heissen FjO\ffyf'yg'h' die Wertlie, welche 
FyOy...h erhalten, sobald noch die Kräfite P^ und P^ 
zu dem gegebenen Systeme hinzugefugt werden, und 
es ist zufolge der Gleichungen (4): 
r=F+y,Z,+y,Z^ 

=^F+{y,-y,)Z, = F+rP,(iVy 
und wenn noch der Künce willen 

(a) . . . r JP, == ö 

gesetzt wird: 

F=zF+4t(^Vy und eben so 

f'^f+y,Y,+y^Y^+%,Z,+x^Z, 

= /+(y2-yi) 1^2+(*2— *i)^*, 
d. i, f'=f + ü{j^''+v% und eben so 

Soll nun das fetzt um P^ und P^ vermehrte und 
durch F\ 6\ ... h^ bestimmte System eine durch 

17 



jr^ + J-w— r;i=i^ 

SwfailitiiiEt iMH niaiii £0 vost Mj • . . JT 

wdl (#) X^ ^ a< -h ''^ =i i^T n»i 
Eboft 3o Pfii ümiiIhIh sidk £e heiilBn 






wohoi JB> (^ ifie ¥«riuytiinBe Awariw n;. f^ ;*, mi 
UenmB in Tedbindiiiic mit (e) ifian CfoMWi TwilMr, aa 
wie anoh /X^ aek fiiaiaa laaBan» 

Die drei Baüogmga^aicfaBBi^aft apardeiL tfamnt: 

Arn im Sa£ «■l A iiB gm (A), (o^ f y) buk hb 
za iiairtiaHHB wmthtm. Bi tes Bnd» noitipitBii« 
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drei Qleiobqogep (f) resp. mit y^/^^ und addteem 
hierauf, so kommt mit Beriioksiobtigung von {%%) und (o); 

^ («9 + ßx + yv) = « (1 — X?). 

Eben so folgt mit Rücksiobt auf (k) und (e)/ veno 
man die Gleiobungen (/"), naoh vorausgegangene« B!^nlr 
tiplioation mit A,/L£^y, addirt, und Unicbt scO annimmt» 
indem sonst ^ie drei Grössen Cf^ -^^ Bx — fq^y etOß in 
(d) null wär^n, mitbin das System die durch (f^XfV^ 
gegebene Axe zur Gleichgewiohtsaxe schon hätt^ imd 
k^ine neuen Kräfte deshalb hinzuzufügen nöthig wärmi 

(g) aX + ßfz + yv=Q, 
Addirt man endlich die Gleidiuqgep tf)y nadidom 
man sie mit o, ßj y mi|ltipliobrt hat» so kommt mit Rückt 
sieht auf (e) und (^): 

I} = Qia(p + ßx + rP). 
Hieraus fliesst sogleich: 

D 

(f) i-'^^^iatp+ßx + pp)^, 
oder, weil 1 ^(a^ +ß} +y2)<9« +x^ +i^«) ist: 
(,••) x^=^{ßyj^Yxy+(y(p — ayj)9 + iaX'-ß(p)^. 
Die Werthe von A, /u, v ergeben sich dann aus (/*)} 
Dämlich 

Ia:j a = -Q- — - 9 u. 8. w. 

Somit ist unsere Aufgabe : Zu einem durch #^, ...^ 
gegebenen Systeme von Kräften, welche sich das Gleich- 
gewicht haltei^, zwei neue Kräfte hinzuzufügen, wodurch ^ 
das System eine durch (fjXjV^ ihrer Richtung nach ge- 
gebene Axe des Gleichgewichts erhält, als gelöst zu 
betrachten. 

Ans Fy...Aj (pyXyV^ berede man näqüich mittelst 
der Formeln (d) und {e) die Werthe von H, o,/9,y, 

17* 
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«Bd Inenuis mit Dalfe der Fonndn (i), (f) oder (^), 
und mit {Jt) die Werf he tob ^ x und i^ fs i"- !■ mmt 
Geraden, parallel mit der dnrch ^i^j if bestimaitca 
Riehtiing, nehme man hieraof befiehig swei Pmkte 
ji^ nad ^, and lasse resp. aof sie swei einander f^ ei eh s 
Krifte P^ nnd P^ naeh entgegeogesetstea RiditvBgvi 
in der Creraden wiriLen, dergestalt, dass, yermöge (4s), 
A^A^.P^ = Q ist, nnd JP, die Riehtnng A^A^ oder 
A:,A^ hat, also die Kräfte P^^P^ die Linie ^^^4, aas 
einander sn ziehen oder zasammeDsudroeken streben, 
naehdem Q positir oder negatir ist; and es wird das 
om diese zwei Krftfte rermehrte System bei Drebnng 
des Körpers om die dnreh (p^x^V^ gegebene Axe im 

te beharren« 



%. 136. 

Znsätze nnd Erlänterongen. «• Ton x wird 
nnmittelbar nnr das Qnadrat gefunden. Dieses ist ver- 
möge (f^) posiÜT, nnd daher x, folg^eh die Loanng der 
Aufgabe überhanpt, immor möglidu Ob man ron den 
daraas entspringenden zwei Yorzeicben fnr x das posi- 
tive oder negative nimmt, ist gleidigoltig. Denn mit 
Aendemng des Zeichens von x ändern sich aoch die 
Zeichen der Cosinns X, fi, y. Eine dnrch — I, — fiy — v 
bestimmte Gerade aber hat dieselbe Lage gegen das 
Coordinatensjstem, als eine durch Ijf^yV bestimmte, 
nnr die entgegengesetzte lUchtnng der letztem; und 
^ die Srite, nach welcher man die Richtnng positiv nimmt, 
hat anf das Endresaltat keinen Einfluss. 

i. Mit nnr einiger Aufmerksamkeit auf die Formda 
des vorigen §. wird man wahrnehmen, dass die zwei 
Hanptstncke, welche zur Lösung unserer Aufgabe er^ 
forderlich sind: die anfangUche Lage der Lbie A^A^ 
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und die Grösse Qj aooh darch efaie sehr einfache Con« 
struotiön aus den gegebeneu JP^;••i4^;95:/, V'. gefimdbn 
i^erden können« ; . - 'ijiiV 

Man drücke die drei Grössen Sht^r^JSx-^'/ih ^^^' 
in (d). durch Linien aus, trage dieselbdo- yoin.A*lalig:f|- 
J)unkte der Coordinaten aus auf. die Axen^ider-iT^jjf^Vs 
und vollende die Figur zu eiaiem ;P.iiraUele^^^ib. 
Zufolge der Formeln (isl) und (^) ist alsdann. jO*F=vrilKlr 
vom Anfangspunkte aus gezogene^'} IKUtgondle Idfeacis 
Parallelepipedums, und a, /?,/ mft die. Cosinus ddte 
Winkel, welche. JO mit den Axea; d^ir »^»y^^ madht 
Man bezeichne die Richtung dieself DiagoniEde^wt?^ 
(Fig. 43.) und eben ^o die Richtung der (jvletohge- 
wich tsaxe mit O und die anfHotgticl^ . Richtung i^din 
jliji^ mit ui. Da 'nun (D und uneben sodurqb f^Xf^ 
und ^yfiy^j wie J durch ct^ß^y bestimtntwevden^ so^iat 

ag> + ßx + T^^=: CO» iti^CP, 
aX +ßf$+ YrsssQOBjiA/ 

Hiermit werden die Gleichungen \{g) und (ß\i 

cos Jyl =0 nad sin ^(2>^ ss cos JO*. . , 



^ '.\t 



'<'.A 



Denken wir uns daher sämmtliobe drei Liuien 4^,^-^ 
ub4.<1> durch einen, und denselben Punkt gebend, isp 
schneiden sich J nüA A unter rechten Winkeln, un/l 
hiermit kann die jGleicbnng (•) nich1< imders bep^teheui 
als wepn (Z> mit^ und A in eiper Gbene liegt« 

Mittelst der bekannten Linien O und ^ wird -d^UI- 
nach A ganz einfach dadurch gefunden, dass man in 
der durch (Z> und -</ bestimmten Ebene auf J ein^ Nor- 
male errichtet. -^ Zieht man hierai^ durch dieiPn^- 
punl^te.des ^i .^. Uzenden Abschnitts D Parallelen 
mity^i 80 wird veroiiöge der Gleichung (A)| welche jetzt in 



^i^.^J. 
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ifc«R i hl , der miicli ga £eMa 

Tbc3 TVB 0, =r S6JB. 

e. Sob^ dw Karpcr im die CtoiijfcRuewfciien 
ge^tit SB wcrdM «ifa^, g^^en ^^ Kiifle iP^ 
/"» irelcke aafug» u die Unie A^A^ faUe» n« 
dM^gewiekt iMÜee, in eie Ptar iker, 
ist mit des g egefc cee a Kriflee dta Sjiitti— etete 
im «leiebgewieke^ fclglieh des Peer — /»., — f», mk 
dee gegefceae e f Kvifteii gleidkwirkettd. Wir fciieeih 
deher Am im ¥erigee erhaheee Resahe* eack f eH ini - 
deiffeslall e ee d iQ dfceer 

Wird €m Kirpifrj mrf w^km m^ktwn wkh im 
€fls i ^ i gwm 9 t k t ^M m lt m de Krmfie wirtem^ $tm 0mm Ajn 
gedrwktj J# kirt lim €Neickg9wieki im Attg€wmumm 
mmf, umd die H^Hnimmg der KrBfU redmeirt eiek mef 
die einet Pamree^ ifessem Kri^ie «Mm eiern «e, wie 
die eretem Krmfie^ muf zwei ie%iimmt€ Pmdkte de$ 
KirperM weit unveränderter Mieitmmg wmd Intemeitmt 
wirkend setzen kmme. 

d. Dass nek des Gicichgewidit bei Yerrüekimg 
des Korpers m £e WirkiiDg eines Paares iFerwandeit, 
g^ selmi aas ^dea ereleii dMi Vftdiligüllges des €lei^ 
gewiehts: SX^% tlT=9i, SB^d^z^, hermr, ids weMe 
▼eil dee AagriffispuulLteB uid eHtlAi "Tee «nr Verr#eitl0ig 
mabhäiigig ried ead aoeh deMi tfeeb statt fiadoei^ eesn 
»eh das Systeoi auf eis Pear redniArt (§. TOl). Utas 
aber bei Drehung 4e# Körpers «b dne nnd ffl e a e fte Axe 
£e Angrilfspankfe, Riehtaig nnd latenufilt der ffirtdle 
des Paares an? eräaderfieh aBgesemnen werden k^ulea» 
frigt erst aas der jefit entwiekriten Theerie* 

#• Von Mi iä^AUi ^CriTss en jr^, y^J !r^^ ^^^ JF\ty 
lifiy fAzw^ wddbe läk ViflkMUMMb BesfiMiaag 
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zwei hinzuzufügendeD Kräflo P^^P^ und ihrer ADgriffs« 
panlcte A^^ A^ erforderlich sind, könnea durch die drei 
Bedingungsgleichungen filr die Portdauer des Gleichge- 
wichts bei der Drehung um eine gegebene Axe nur 
drei| oder drei von den sieben abhängige, Grössen be- 
stimmte Werthe erhalten. In der That Fanden wir 
durch unsere Rechnung nur den Werth des Products 
rP^ und die durch A:fi.und /ii:v bestimmte Lage von 
r gegen die Coordinatenas:en. Vier Stücke, wofür wir 
die drei Coordinaten SiyyiyXi des einen Angriffspunk- 
tes A^^ und seinen Abstand r vom andern A^ rechnen 
können, blieben der l^illkühr überlassen* 

£ls ist nicht schwer, von der willkübirlichen Be« 
scbafFenheit dieser vier Stücke aus der Natur der Sache 
selbst sich zu überzeugen. Denn sey m irgend eine 
mit r parallele und, eben so wie r, mit dem Körper 
fest verbtmdene Linie, auf deren föidpunkte swiai ein- 
ander gleiche ond einander direet entg^egengeiselzte 
Kräfte iS»i und S^ wirken, «o dase dSf^sss^. Näek- 
dem der Körper gedreht worden, mfiche die C»inie r, 
und folglich auch ffie mit ibr parallel gebliebene «, mit 
ieu der anfänglidien Lage von r atid £ .prarallel ge- 
bliebenen Kräften P,^P^yS,^S^ deü Winlt&l ^. Hier- 
mit baben sich P^ und P^ ^ ^^ Paar verwandelt, 
dessen Moment =r P2 ^in j = ^Bin j, und eben so 
sind Si und iS>2 iu ein Paar übergegangen., 4esson 
Moment = sSj sin ^ = ^ sin i. Beide Paare haben 
/mithin einander gleiche Momente, und da sie über- 
dies, wie leicht einzusehen, !n parallelen Ebenen lie- 
gen, so haben sie auch gleiche Wirkung, und es kann 
folglich flag elfte iibt dbs sanddrorgeaetet tw^ea. 



- *■■ • • : ■ ■ »» 
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♦• 137. 

Ein System von Kräften > irelehe nicht im Gleieb- 
gewiehte and, kann^ wo nicht schon durch eine, doch 
immer durch xwei neue Kräfte, und dieses anf unendlich 
▼iele Arten, in den Zustand des Gleichgewichts gehra^t 
werden. So wie wir nun im Vorigen su einem schon 
im Glmchgewidite befindlichen Systeme zwei neue Kräfte 
hinxuftigten, wodurch das Gleichgewicht nicht nur nicht 
gestört wurde, sondern auch hei der darauf folgenden 
Drehung um eine gegebene Axe noch fortdauerte, so 
wollen wir jetzt bei einem Systeme von Kräften, welche 
nicht im Glmchgewichte sind, die zwei zum Gleichge- 
wichte noch erforderlichen Kräfte so zu bestimmen 
suchen, dass das Gleichgei^icbt durch die Drehung um 
eine gegebene Axe nicht unterbrochen wird. 

Indem wir die ursprünglichen Ejräfte und die zwei 
hinzuzufngMiden, so wie die Angriffspunkte ihrer aller 
mit denselben Charakteren, wie vorhin, ausdrucken und 
überdies 

bF=Ä, 2%x=^G, ^xz^er^ 

2{yY + %Z)=rf, S(xZ + JeX)=gy etc. 

setzen, haben wir zuerst wegen des anfanglichen Gleich- 
gewichts die sechs Gleichungen: 

(X,+X, + ^ = 0, 

{z,+z^ + c=o. 
jy i ^i + y»^, + F= «, r. + «, r, + F' = F", 

[3] ( x,X, + XtX^ +0=a,Z, +x,Z, +ß^= «?", 



f 
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Setzen wir ferner 

)yi Yi +y^Y, +x,z, +x,z, +/=r, 

und wird, wie im Vorigen, die Richtung der Gleiohge- 
wiobtsaze durch % Xy V^ besthnrnt, so kommen wegen 
der Fortdauer des Gleichgewichts zu den sechs Glei- 
chungen [2] und [31 noch die drei hinzu 

und man hat somit zur Bestimmung der zwölf gesuoh- 
ten Grössen Xi,..« JZ2>*^o***^2 nicht mehr als neun 
Gleichungen 9 so dass drei dieser Grössen oder drei 
von ihnen abhängige Functionen der Willkühr übwlassen 
bleiben. 

Den Anfang der hierzu nöthigen Rechnung mache 
maii damit^ dass man X^y Yiy^i aus [3] und [4] nliit- 
telst [2] eliminirt. Setzt man dabei, wie im Obigen, 
die von (^i>yij«i) bis (j?2,y23«2) gezogene Gerade 
=rr, und die Cosinus der Winkel dieser Geraden mit 
den drei Coordinattaaxen = X, ^, y, also 






161 r* — i-^^^^y«— yi=^^ *a— «i=^^> 



80 kommt nach vollzogener Elimination: 

[71 IrvX^—x,ji+e=rXZ^—a;,C+€r=G'\. 
{rXY^ -x,B+H==:rfiX,^y,A+Er=ff'% 
lrfiY,+rvZ, -y,B-x,C+f^f% 

[8] /rvZ, +rXX, — «iC— ^,^+g-=^, 
\rXX^ +r(iY^'—x,A^y,B+A^A\ 

Da die Substitution dieser Werthe von jP^, ...A^ 
in [5] eine allzu oomplicurte Reehnong geben würde, so 
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wollen vir das CoordmateDsystem eo gelegt mamehmtM^ 
dass die Axe der x mit der Axe, yn welcke der Kör- 
per gedreht werden soll, sosamuienfiällt. Hierdnrok 
werden g^^Oy x^=sOy v^ = l, die GleioboDgaD [5]*io- 
4aeiren sieh damit auf 

<r=«, f^s=0, *'=•, 

und wir bekerarmM termdge [7] oad (8] folgeiHto aebbi, 
die L#o8UDg unsers ProMems entlialtenden) €Heioli«BgeB: 

welche sich naob Btimination von X^ T^y JZt^ auf lal« 
gende drei reduciren: 

( A (F - y,C?) - A* (Ö - ar.O =0 
[d] IX (F'- *iÄ)— /i (ö — *i^) + J' (II'- Ä + *iB — y^4) =0 
( X (ö - s. J) + /i (*" - z,B) - i' (X - x.a - y,») =0. 

Hieraus kann inan noch X, fi, y w^gdidiaMfeH talid 
man erhält damit: 

eine Gleichung, die, wie die weitere EntwiokiBlaiig der- 
selben zeigt, nur vom zweiten Grade ist« 

Der Punkt (^i^yo^i) liegt demnach in einer 
Flache de)r iiweiten Ordnung; und in derselben Fläche 
ist auch der JPoQskt {x^^y^^*^ enthalten« Diänn die 
Gleiehungen (ifr), imd folglich auch die ans ihnen abge- 
leitete [c], bleiben anch dann noch richtig, wenn man 

fiuf ^15 yo «1 ^**P* ^i + ^^ 9% +^/^ »1 +^j äIs die 
Werthe von «^s9^i,'S2, «ubstitnitft Da ferner bei die- 
ser Substitotioa -die "Grosse r iMnnis|§pAt> ond daher 
^ans wiUkäMich — fttnommen Verden 4flnDj^«o «rineUit, 



Von den Axai des Gleichgewlclits« 867 

dass niobt ihir ^ie Punkte (^i5«0 und {s^j.\,) selbst, 
«ondern Huob alle übrig^en mit ibnen hi einer Geraden 
liegenden Pnnirte in der Pläobe entbalten sind, dass 
mitbin diese Fläohe der sweiten Ordnung darcb Bewe- 
gung einer Geraden erzeugt t^erden Irann und •folglieh 
ein hyperbolisches Hyperboloid ist« 

ßat man demnach em System van Kräften^ wel- 
che nicht im GMehgeieichie eindj s9 kinmen xwei 
Kräfte hinxugefugt werden j wodurch sin auch bei 
der DrefnMg um eine gegebene Axe fdfirtdttuerHdee 
Gleichgeüficht entsteht^ eder-y wae duM^be iet: die 
^wei Kräfte)^ auf welche das System tuHtc/kgeJishrt 
werden kann^ lassen sich so bestimmen j dass Jhfs Sy- 
stem bei der Drehuf^ uin eine gegebene Ax4 auf 
sie rediicirbar bleibt. Dabei lässt sieh einr hyperbo^ 
lisches Bypetboloid angeben ^ von dessM itlb^ die 
Fläche ef*iäeugenden Gerade die eifie di&lBll^^Snschafi 
6esit)&ty dass die Anffrijfspunkte def^ b^Uf^ Kräfte 
willkükrlich in irgend einer der 'Lageh\ dieser Ge- 
raden gehomifien werdlm if9Hnen. 

Sind abf diese Weise die zwei Aiigylffstiubkfe be- 
'istimmt w^rdidli, so ergeben sieh die äsWei Ki'Srtl^ selbst 
Ms [d\ und \7\. • - 

|;138. 

ÜH iLifA Iträfte, auf Wehe ein System ton Kräf- 
ten im Allgemeinen immer zurückgeführt werden kahm, 
wurden im vor. §. so bestimmt, dass, wenn der Körper, 
auf den die Kräfte wirken, ntii eine gegebene Axe ge- 
dreht wfa^d, di«lse zwei Krftftb lÄit den t£t%ften dfes Sy- 
Steins iuiTM^ gleich\HrkenB bleiben. Dfä tViirkuhg der 
z^ei K*rftfte^ tfnfd mithin 'der tbäfte des ^fj^t^ins, äüf 
die As!« '^1^ während 'dei* diriDfaunis Im AlTgömeineü 
Tel-änderB«)! ieyn, da diö Ati]^ffsptmktä dar kliöctl BI^Afte 

I 
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gegen die Axe eine imon.er Andere Lage bei der Dre- 
hung im Allgemeinen einnehmen. Nur in dem Falle 
werden die Kräfte des Systems auf die Axe fortwährend 
dieselbe Wirkung ausüben, wenn von den awei Kräften, 
auf welche sie reducirt worden sind, die Angriffspunkte , 
in die Axe selbst fallen. 

Eine solche Axe, welche die Eigenschaft besitzt, 
dass, wenn der Körper um sie gedreht wird, die auf 
ihn wirkenden Kräfte auf zwei die Axe selbst, treffende 
Kräfte reducirbar bleiben, und dass mithijs» wepn an 
ihr die. zwei Kräfte nach entgegengesetzter Richtung 
angebracht werden, ein auch bei der Drehnng dauern- 
des Gleichgewicht entsteht, eine solche Axe wollen wiir 
eine BLauptaxe. der Drehung nennen* 

Sie ist in gewissem Sinne dasselbe fiir.ein System 
von Kräften, die keine einfache Resultante haben, was 
für parallele Kräfte, die sich Buf eine einzige Kraft 
, redudiren lassen, der Mittelpunkt war. . IlMnn so wie 
der Mittelpunkt eines Systems parallelei^v Ki^^f^o ^^ 
Drehung des Körpers ^^ denselbei^ ^rtwfUirend den 
nämlichen, auf ihn unmittelbar gerichteten Druck erlei- 
det> so wird auch die Hauptaxe, wenn der Körper um 
sie gedreht wird, von den Kräften des Systeme stets 
auf dieselbe Weise gedrückt und kann durch zwei an 
ihr selbst angebrachte Kräfte im Gleichgewichte erhal« 
ten werden* 

f. 139.' 

Die Hauptaxe der Drehung, welche einem gege- 
benen Systeme von Kräften zuk;ommt^ kann aus den 
Formeln des §• 137. ohne Schwierigkeit gefunden wer- 
den* Es wurde dai^elbst durch 9),;^,^' die Richtung der 
Drehungsa:ice überhaupt^ und durch ^|/ii,r die; Richtung 
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* 

der Geraden bestimmt, an welcher die zwei spur Erhal- 
tung des Gleichgewichts nöthigen Kräfte angebracht 
wurden« Ist nun die Axe . der Drehung eine Hauptaxe, 
so sind beide Richtungen identisch, und es ist daher 
in diesem Falle; 

9 = ^^ X — ^y V^ — v* 

Hiermit werden die Gleichungen [5]: 

w 

Man substituire darin für f% ^, h' ihre Werthe ans 
[8], und für F\ G\ H'' ihre Werthe aus [7], und zwar 
für jede der letztern Grössen ihren ersten oder zweiten 
Werth ans [7], je nachdem sie im ersten oder zweiten 
Gliede der linken Seite der Gleichungen [5*] sich be- 
findet. Dies giebt nach leichter Reduction: 

und wenn man noch die Gleichungen [7] resp. mit 
X^lijV multiplicirt und dann addirt: 

(F—F'—y,C + »,B)X+{G—&'^%,A^xCC)^ 
+ (B-H'-x,B+y,A)v=0. 

Dies sind die Gleichungen, welche nach Weg- 
schaiFimg von X^j Y^y Z^ aus [5*] und [7] übrigblei- 
ben, und aus denen die in ihnen noch vorkommenden 
Unbekannten ^oyo^o^i^^^ zu bestimmen sind. 

JAan setze der Kürze willen 
\f\^Hii — &v=L^ 
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geschieht, oder bloss deu gedi^chten Punkt gemein ha- 
ben, ist die Lösung unserer Aufgabe möglich, oder un- 
möglich, und im ersten Falle wird die Richtung jeder 
der beiden Durebschnittslinien die Richtung der ge- 
suchten Axe sejn können, mo dass cm daher enttceder 
xwei Hauptaxen der Drehung^ die auch %u%mmmen* 
fallen können^ oder gar keine giebt. 

Hat man die im möglichen Falle doppelt vorhandenen 
Werthe der Verhältnisse awisohen X, ^, v bestimmt, so 
ergeben sich mittelst |1^ die zugehörigen Werthe yen 
S, 17, X^ Diese Werthe, zwisohM denen die Gleichung 
[il] obwaltet, in [10] substituirt, erhält man zwischen 
•^oyo^i d'®^ Gleichungen, von denen aus je zweien 
die dritte folgt, also die Gleichungen fdr eine gerade 
Linie, in weleher der eine Angriffspunkt (-^oyi,«!) 
und zufolge [6] auch der andere \»^yy%^^'^ enthalten 
ist Diese mit der Riehtung (X, ^,y), wiö gehörig, par- 
allele Linie ist demnach die gesüßte Hauptaxe. In 
ihr können die zwei Angriffspunkte willkührlich genom- 
men werden, da zur Bestimmung ihrer Coordinaten 
keine Gleichungen weiter vorhanden sind. 

Die in den zwei Punkten anzubringenden Kräfte 
ergeben sich jetzt ans [7] und [2]. Erstere Gleichungen 
gehören, wenn man Xj, ^29^2 >J* Coordinaten be- 
trachtet, einer geraden Linie an, welche die durch 
A, /u, V bestimmte Richtung hat. Censtrairt man daher 
diese Linie, indem man (^293^2» ^3) sura Anfangspunkte 
der Coordinaten nimmt, so wird jede von (^^^^ys,«^) 
bis zu einem Punkte der Linie gezogene Gerade die 
Kraft (JSl2, F2, J^s) vorstellen können« — Die andere 
Kraft (JC^, Fi,ZJ ist hierauf durah die Gleichungen 
[2] vollkommen bestimmt« 



rr 



272 Krtter TheO. Achtes Kapitel. 

f. 140. 
Um die jetzt Torgetragene Theorie durch ein Bei- 
spiel zu erläutern, wollen wir sie auf den mSglioh ein- 
facbsten Fall anwenden und für ein nur aus xwei Kräf- 
ten bestehendes System die zwei Bauptaxen xa be- 
stimmen suchen. 

Sejen demnach (JC, F, Z), {X\ Ty 27) die beiden 
Kräfte des Systems und (x^ jr, %\ (j/, y^, «0 ^l^re An- 
griffspunkte. Zur möglichsten Abkürzung der Redinnng 
werde die Ebene der x^y so gelegt, dass die erstere 
Kraft in ihr enthalten und die letztere mit ihr paralld 
ist, und daher x,JZ, Z^=rO sind« Zum Anfiangaponkto 
der Coordinaten nehme man den Angriffspunkt der er- 
sten Kraft selbst und setze daher noch ;r,y=sOu Die 
noch willkührliehe Ebene der Xy x lege man dnreh den 
Angriffspunkt der zweiten Kraft, wodurch 5f^=0 wird. 
Hiermit ergeben sich nach [1] : 

j1 = X+X\ B=Y+Ty €7=0, 
F = yG=xfXr yBr=x'T^ 

F^ytT y€r = y£r=% 
/ = , g^A^x'X'i 

und bieraas weiter nach [9]: 

Wie man leicht findet, redudren nch damit mid 
wegen C=aO die zwei auficnldsenden Gleichnngeo [14] 
und [15] zwisehen i^tttv auf: 

{AH—Bk)it—9\ 
und wenn man darin für A^ B, O, Hy F'y k ihre Werthe, 
dnroh JSiy..,il ausgedrüekt, setzt: 

IL , (xr— i:'r)*v=o. 
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Im AlIgemeiDen 9 d. h* ohne TorauBsetzung einer 
besondern Beschaffenheit des Systems ^ ist daher zu- 
folge II«: 

fi = 0. 
Hiermit wird I« im Allgemeinen: 

x'k^ — a:'Xv = 0, also 
entweder A = 0, oder s^X — ^v = 0. 
Für die eine der beiden Hauptaxen sind daher 
ls=0, fi = 0, nnd mithin y=sl; 
für die andere aber verhalten sich 

X:fiiv=sa:' iO:z\ 
Die eine Hanptaxe steht daher anf der Ebene der 
x^yy d. 14 auf einer mit den beiden Kräften parallelen 
Ebene > rechtwinklig, nnd die andere ist parallel mit 
der Geraden durch die Angriffispunkte (0, 0, 0) und 
{xy 0, »') der beiden Kräfte. 

Die Gleichungen selbst, welche den , Hauptaxen zu- 
gehören, lassen sich nun folgendergestalt finden« Mit 
Anwendung der Werthe 0, 0, 1 für X, fx, v, reducirisn sich 
^die für gegenwärtiges iSjstem bereits bemerkten Werthe 
von //, • • auf: 

L=0, üf=0, i\r=A, o=a. 

Hiermit, und weil C=Oy werden die Gleichungen [12] : 

= 5, A=^fj—B^y ff=u4^+B^. 

Die Gleichungen [10] werden: £=r— yj,9/=:a^^,2;=rO, 
und man erhält damit: 

als die Gleichungen der einen Hauptaxe. Sie gehören ' 
einer Geraden an, welche die Ebene der x^y recht« 
winklig in dem Punkte schneidet, dessen Coordinaten 

Ah+BH Bh^AH 

^* ™ ^* + B* ^ ^* " ^* + ß* 
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I) «ad Bas erkouit bei VerglcicbiMg 
ien FamelB u f. 125s '•m dieser Pakt kmm 
rer, mls der Hittelpmikt des mif die Ebene der Jtjf 
yropeirteii Systems ist« Deu die dortigem ^ Bj Jt 
baben bier die naalidM BedeateDf^, «ad das dHtige 
Ny=S{xT — yXX ist eiaerlei But dett biesigea JST— i?^9 
M=Bj weU jr=0 ist. 

Was die andere Haoptoe aahiagt^ ftr waleba 
^ = ist, uad sidi X : v ss jr' : a^, alse aasb = A : Cr 
▼arbahen, so worden damitt 

£=0, IfsO, iV=0; 
Mglieb aaeb [13]: ? = 0i 17 = «, C=^»5 
Md bienait aaeb [!•]: Ji =0| jr^ ^a^jV^^rO^ 
velebes die Gleiebaagea für eine fl e r a d e tind, dfe 
darcb die Pimkte (0,0,0) aad (^,t| A ^>- '^»^ <^ 
Angriffsponkte der beiden Kräfte, gebt 

iSsa fMur aw# amt Krmfiem JeeMbndb» iS f ^jm 



2Ke tfMtf der^elbem Hekt n &rm m l mmf 
JEhney fpwfeie sstlf den ieuhn Krmfiem fmvmB9t 
umd trifft diete Ebene in dem Mitte fp w mJL te dm 
mmf die Elbene reekiwimiHg pr mj it ir iem Kräfte, Die 
mmdere Htu^taxe geht dmrek die Amgr^ffkfwmlfe der 
h ei d e n Kräfte. 

Anfinahmm bierron finden statt: 

t) Wenn j/ = ist, d. h. wenn die CSerade dnrcb 
die beiden AngriflFsponkte aof jeder der betden Kräfte 
ni»mal stebt Denn damit wird £e Gleicbung IL iden- 
tiseb, mid L redneirt sieb anf I* + ^' ssrO; feigfieb fiit 
ianaer 1 = 0^ f>=^<^ v = t. In diesem FaBe eeineidEresi 
alse die beiden Hanptazen mit fener Geraden. 

2) Weaa x nad % zngleidk =»• sind, d. L \;eBii 
die swei Kräfte einen gemeini 1 sba IMieben Aagrifliqpimkt 
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haben« Alsdann werden die Gleichiuigea I. und II. für 
alle YerbältnisAe «wischen l^f^y erfüllt, und jede durch 
den gemeinsamen Aogoffspnnkt geheade Gerade besitzt 
die Eigenschaft einer Hauptaj^e* / 

3) Wenn XT^X'Y, d« k wem die «wei Kräfte 
parallele Richtungen haben« DeQa auch hier bleibm 
die Yerhältniss« zwischen 1,(4^ r uilbe#timmt, und .i$d0 
durch den Mittelpunkt der ^wei paraUeUn Kräfte ge* 
legte Gerade ist eine Hauptaxe., 

Ist ^ allein =0. hat man also «wei einander nicht 
parallele auf zwei .verschiedene. Pimkte in einer und 
derselben Ebene wirkende Kräfte, so redueirt sich I* 
auf Xi'sO, und es ist folglich entweder X=Oy fi^vnQ^ 
vsssiy oder %=r=l, /t^=0, y=sO. In diesem Falle giebt 
es daher, wie im Allgemeinen, und wie auch zu erwav- 
ten stand, zwei Hauptazen« Die eine derselben ist ein 
auf der Ebene > der Kräfte .in dem Mittelpunicte der 
letztern errichtetes Perpendikel; die andere ist dieYeiy 
hindungslinie der beiden Angriffiipiinkte (0,0,0) and 
(j^,0,0), und fiUU daher jetzt. mit der Axe der jf zu- 
sammen« 

Dass, wenn eiu der Wirkung aur zweier Kräfte 
unterworfener K$xper um eine der beiden im vorigen 
i|, gefuadenenAxen gedreht wird, die^wei Kräfte gleich^ 
wirkend mit twei an der jedesmaligen Axe seibat an* 
gebrachten Kräften, bleiben, die voa unveränderlicher 
Lage und Intensität sind, dies ist für die Axe, welche 
darch die Angriffspunkte der zwei gegebenen Kräfte 
geht, von selbst klar. Dass aber dasselbe auch Air 
die andere Axe gilt, welche auf der mit beiden Kräften 
parallelen Ebene normal steht, erhellet ohne Half« des 
Calculs auf' folgende Weise. 

18* 
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Sejm FQ wmk F€g (Fig. 44.) die beiden Ki&fke, 
P mA F ibre ADgrilbpiiiikfe, MN ebe dvek P^ 
gelegte «nd wki Ffi parallele Ebeae. RS sej die 
reehtninldige Projection von F^Ql auf MN^j oad 
RT=SR ia der TerlugeniDg Toa SiL Ton />tt 
wU RS mmj ji der HHtelpaBkt nad ^#* die Re^iillaata. 
Akdaaa aiad bei der Drefauag am eine ia A aaf MN 
aenaal erriditete Aze AR die Kräfte PQ aad Ptf 
^cfawirkend mit PQj RS^ F4g aad RT^ abe gleieb- 
wirkend mit der aa der Axe sdbet angebraehteo Kraft 
jlF mid dem Paare i^^, iZr. Da die AagriSiroakta 
r^ R der Kräfte dieses Paares ia eiaer Parallele mit 
4m Aze AR liegea, se bleibt die Ebene des Paarsi 
bei d^ Drehaag sidi parallel, mitbia ssiae Wirfcaag 
aageäodert aad ebea se gross als die Wirkaag einet 
ibm parallden Paares, aelcbes daasebe Momeat ba^ 
aad Tea deasea Kräftea die Angriffipaakte ia AB fal- 
ka. Siad daber RC^ AD die Kräfte dieses neaea 
Paares, se sind /^ aad P(t bei der Drehaag des 
Körpers am AB fortväbread gleiehirirkead aüt de» aa 
AB sdbst angebrachten Kräften AF^BC^AD^ d. L 
nut den zweien AG^ BC^ wenn AG die in A ange- 
bracbte ReaaltaBte vea AF nad AD ist 

Wiewohl nan bierout aa«di sjatbetiseb maissea 
werden, dass die cwei Torbia darcb Aaalysb gefimdenea 
Axea die dea Haaptnxea sakonunenden Bgensebaftaa 
besitzen, so ttbellet doch ans diesea synthetiaekea fte- 
traditnngen noch keineswegs, dass aasser diesen zwei 
Haaptmzen kerne dritte exislirt Ebea dieser OsMlaad 
aber wird aas segleick aa aeaea, fiv die Tbeerie der 
Haaptezea ibctbanpt selr frwcUreiebcn, Felgeraagea 
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i 142. 

Anf den tn den zwei vorigen §§• nmständlioh be- 
trachteten Fall, wenn das System nur aus zwei Kräften 
besteht, lässt sich auch der zusammengesetztere Fall 
zurückführen, wenn alle auf den Körper wirkenden 
Kräfte P, P', P"y • • • einer und derselben Ebene par- 
allel sind. — Man ziehe in dieser Ebene zwei unter 
beliebigem Winkel sich schneidende Gerade und zer- 
lege parallel mit denselben jede Kraft in ihrem An- 
griffspunkte in zwei andere: P in X und Y*, P' in X' 
und Y^'j u. s. w* Von den parallelen Kräften Xy X\ . . . 
Buch^ man den Mittelpunkt, welcher ^ heisse; eben 
so von den parallelen Kräften den Mittelpunkt iff, und 
setze noch X+X' + ...=:Xi und T-f- r'+...= F,. 
Alsdann sind, wie auch der Körper verrückt werden 
mag, die Kräfte PyP\... gleichwirkend mit den^Kräf- 
ten JCjJC', ..•; Yy Y'y^.y und diese immer gleichwir- 
kend mit den Kräften Xi und F^, deren Angriffspunkte 
resp. A und B sind. Dieselben zwei Hauptaxen, welche 
dem Systeme der zwei Kräfte Xi und F^ zukommen, 
müssen folglich auch den Kräften P, P', • • • angehören. 
Die eine Hauptaxe der Kräfte P, P\... ist daher AB\ ^ 
die andere steht auf der Ebene, mit welcher die Kräfte 
parallel sind, normal und trifft diese Ebene in dem 
Mittelpunkte der auf sie projicirten Kräfte X^ und F., 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, in detn Mittelpunkte 
der auf die Ebene projicirten Kräfte P, JP', ... 

Ausser diesen zwei Hauptaxen giebt es keine dritte* 
Wie daher auch in der Ebene, mit welcher PyP'y..^ 
parallel sind, die zwei Geraden gezogen werden, mit 
denen parallel jede Kraft Pin zwei andere» Xund F, 
zerlegt wird, so muss doch immer der Mittelpunkt A 
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die Apgriffspunkte der Kräfte gelegt sindy die projidr- 
ten Kräfte Byff^^.. denselben Mittelpunkt 4^ als die 
erstem Kräfte, haben. Dies folgt sogleich daraus, dass, 
nm den Mittelpunkt eines Systems paralleler Kräfte sq 
finden, es schon hinreicht, die Angriffspunkte der Kräfte 
und die Verhältnisse ihrer Intensitäten zu einander zu 
kennen. Die Kräfte Xy X\ . • • haben abeip mit resp. 
Ey ffy. .. einerlei Angriffspunkte, und vermöge der 
Natur der Projeetionen stehen letztere Kräfte in den- 
selben Yerhältnissen zu einander, wie die erstem; 
folglich u. 8. w. 

Sejen nun P, P*y . . . mehrere Kräfte in einer 
Ebene Von beliebigen Riehtungen. Man zerlege jede 
derselben in ihrem Angriffspunkte parallel mit zwei 
unter beliebigem Winkel sich schneidenden Richtungen 
in zwei: P in X und F, P' in X' und F', etc. und 
Bey Ton den parallelen Kräften X^ X\ . • . der Mittel- 
punkt Jly von F, Y\... der Mittelpunkt £. 

Man ziehe durch die Angriffspunkte Parallelen mit 
einer wiUkührlichen dritten Richtung in der Ebene und 
projicire auf sie sämmtliche Kräfte P, P'y . • . s X, X\ ... $ 
F, Y'yppm durch Parallelen mit irgend einer vierten 
Richtung. Beissen diese Projectionen resp. IlylVy...^ 
EySy...\ HjH\.. . Alsdann fallen 17, H, H in die- 
selbe Gerade, haben mit P einerlei Angriffspuqkt und 
es ist, weil X und F, P zur B^sultante haben, iZ die 
Resultante von S und H (f. 40.), folglich iI=:H+A 
Dasselbe gilt au^h von den Projectionen der übrigeii 
Kräfte jP, • . . Das System der Kräfte JT, JZ', • • » ist 
daher ganz identisch mit dem System «?, H, ffy H\ p • . 
nnd hat mit ihm einerlei Mittelpunkt. Nach dem vor- 
hin Bemerkten ist aber der Mittelpunkt von f, «S*, • • • 
einerlei siit dem Mittelpunkte ^ vodn J[^ X\ ...» und 
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der Mittelpunkt wonH^ff... ebierlet mit 4mm IGttal- 
pankte B toq Ty T\... DerMittelpndctvoa BjSj.^m 
Hyffj... in Tereinigongy d. L der Ifitte^ankt 
11^ Hj..^ fallt folglidi immer in die Clcnde ^ÄJSj 
dies andi die Riclitmig eeyn mag^ mit wckher 11^ J7,... 
parallel laaf es« 

§. 141. 

Es lässt sieh schon Toraasschen, daas der Sats 
des Torigen §• noch anf dn Sjstem Ten Kraftea im 
Räume sich aasdehnen lassen nnd hier also lantea wird: 

Ziekt wum durch die Angrifftpurntte nmck ie^ 
Uebigen Riekitimgen im Rmame wirkemder Kri^tm 
Parallelen mit irgend einer lUekhing (/r) wmd 
jieiri darauf die Kräfte durek Ldmien^ wekie 
und derselben Ebene parallel smdy sa isi der Ort des 
Mittelpunkt der projieirten Kräfte einer MSbeme^ 

Der Beweis hiervon ist dem vorigen ganx almliclk 
Sej P eine der Ejrafte des Systems. Man serlcige sie 
in ihrem Angriffspunkte parallel mit drei beKeUgca 
Axen isk XjTjZy und verfahre eben so mit jeder der 
nbrigen Kräfte. Seyen resp. A^ B and C die BEttel- 
pnnkte der parallelen Kräfte Xj ißt panKelen Y nnd 
der Z. 

Die Projeetionen von PjX^TjZ waal die darA dcA 
gemeinschaftliehen Angriffspunkt dieser vier Kräfte mit 
der Richtung p gezogene Parallele sejen U^SjHyVy 
so ist 17=H-f.H+?, nnd daher der Mittelpankt aller 
J7 einerlei mit dem Hittelpunkte aller Bj T «ad 9^ 
Zufolge des Satzes, welcher gleich zu Anfange den 
Beweises im vorigen §. aufgestellt wurde, haben aber 
die Kräfte B denselben Mittelpunkt A^ wdeher den 
Kräften X zukommt, und eben so sind B und C die 
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Mittelpunkte der Kräfle H nnd der Kräfte V. Folglidi 
mas8 der Mittelpaokt der parallelen Projectionen il mit 
jiy By C in einer Ebene liegen. 

§.145. 

Den in den zwei vorigen §§• bewiesenen Sätzen 
gemäss, wollen wir bei einem Systeme von Kräften in 
einer Ebene die Gerade der Ebene, in welche der Mit* 
telpunkt der mit irgend einer Richtong parallelen 
Projectionen der Kräfte immer zu liegen kommt, 
die Centrallinie, nnd bei Kräften im Räume die 
Ebene, in welche der Mittelpunkt der parallelen Pro^ 
jectionen stets fällt, die Contralebene de» Sy- 
stems nennen. , 

Jedes System von Kräften, — nur darf es weder 
im Gleichgewichte seyn, noch sich auf ein Paar reduci- 
ren, — hat daher, je nachdem es in eine*r Ebene oder 
im Räume enthalten ist, eine Centrallinie oder eine 
Contralebene. Doch kann e^ auch geschehen, dass 
bei einem Systeme in einer Ebene die Mittelpunkte A 
und.B von den X und den F, also «neh die damit 
identischen von den S und den ff, zusammenfallen, und 
daher der Mittelpunkt der parallelen Projectionen 11 
immer derselbe Punkt ist, und dass bei einem System 
im Räume die Punkte ^, By C wo nicht ooincidiren, 
doch in eine Gerade zu liegen kommen, und folglich 
der Mittelpunkt der parallelen Projectionen immer in 
dieselbe Gerade fällt. 

Letzteres geschieht unter andern, wenn, wie in §• 
142«, die Kräfte des Systems einer und derselben Ebene 
parallel sind. Denn hier kann jede Kraft nach zwei 
mit der Ebene parallelen Richtungen in zwei andere, 
folglidi das • ganze System in. zwei- Systeme paralleler 
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Krtfte zeriegt iretdeo, und es zeigt eioh dann wie im 
Vorigen, das« mit dm Uittelpunktea dieser xwei Sf- 
■teme der MittelponlLt der nach irgeod einer aodeni 
Richtung projioirten Kräfte des ursprünglichen Systems 
immer in einer Geraden liegt. 

Bei einem Systeme mit einer Ebene paralleler 
Kräfte^ desgleichen bei Krctften^ die in^ einer und 
derselben Ebene wirken^ ist denmaek die CentralUnie 
des Systems die eine Hauptaxe. 

%. 146. 

Bei einem Systeme von Kräften im Räume ist ia 
der Centralebene des Systems eine Linie noch besonders 
zu beachten. Zerlegt man nämlich jede Kraft P in 
X, F, Z parallel mit drei Axen x^ y, r, von denen % 
auf der Centralebene normal ist, x und y aber in der 
Ebene selbst liegen, und sind A und B die Mittelpunkte 
aller X und aller T, so werden diese Punkte immer 
in dieselbe Gerade der Ebene fallen, wie auch die Axen 
X und y in der Ebene genommen seyn mögen, in die 
Centrallinie nämlich der mit derselben Ebene parallelen 
Kräfte (JC, y, 0), (JC', Y\ 0), etc. Heisse diese Ge^ 
rade die Centrallinie der Centralebene. 

Auf gleiche Art wollen wir auch, wenn von den 
mit der Centralebene pajrallelen Kräften JT, X.\... und 
T, r', ••• die einen auf der Centrallinie normal, die 
andern mit ihr parallel genommen werden, den Mittel- 
punkt der mit der Centrallinie parallelen Kräfte den 
Centralpnnkt der Centrallinie nennen, 

f 147. 

(Im hiervon eine Anwendung zunächst taf ein Sy- 
stem Ten Kittftea P^P^y... in einer Ebene an maehea, 
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Mtze man, nadhflem jede Kraft P paralld mit zwei recht« 
winkliohen Coordinatenaxen inJIT and Y zerlegt worden, 
die Coordinaten des Bfittelpunktes der Xy-ssp^ q^ und 
die Coordinaten des Mittelpunl^tes der Y, ^=^p\ /• Ais« 
dann ist {%. 108.) 



^xX _2yX , 2xY 
P — -2X' ^ — ^X' P — 2Y^ 



9^ 



2yY 
2Y' 



Die Gerade durch die Punkte {p^ 7) und {p\ y) 
ist die Centrallinie des Systems. Nehmen wir sie zur 
Axe der ^,.so werden y und /==0, also JSyX=0 
und J?yr=0, und der Centralpunkt des Systems ist 
der Mittelpunkt (/v, 0) der jetzt mit der Centrallinie 
parallel laufenden X. Wir wollen ihn zum Anftmgs- 
punkte der Coordinaten wählen, und daher noch/i=0, 
also JSrX=0 setzen. Hiermit wird h=^2 {xX+yY) =0, 
und die Ausdrücke in §. 125. für die Coordinaten des 
Mittelpunkts der Kräfte P^ P^j... reduciren sich auf 

BN ' __ —AN 

wo A^^X^ B==:2Y und N=SxY. Es folgt hieraus: 

Axi+By^=0, 

woraus wir ersehen, dass bei einem Systeme von Kräf" 
ten in einer Ebeney die durch den Centralpunkt (0, 0) 
und den Mittelpunkt {x^jy^) der Kräfte d. i. den 
Durchschnitt der einen Hauptaxe mit der Ebene ge^ 
führte Gerade die Besultante {Ay B) der Kräfte ^ 
rechtwinklig schneidet. Die andere Hauptaxe ist, wie 
schon bemerkt worden, die Centrallinie selbst. 

§. 148. 

So wie bei einem Systeme von Kräften in einer 
Ebene die beiden Hanptaxen mit der Centrallinie und 
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dem Centralpunkte in genauer Terbindong etehen, lo 
läflst sich erwarten, dasji auoh bei einem Systeme Too 
Kräften im Rfiume eine solche Verbindung statt finden 
und sich daher uusere Rechnung sehr vereinfacheD 
verde, wenn wir bei der Wahl der Coordinatenaxen 
die Centralebene^ die Centrallinie und den Centralpunkt 
zum Grunde legen. 

Sej, wie im Vorigen, jede Kraft P des Systems 
in ihrem Angriffspunkte [x^y^:^) in drei Kräfte JE*, T, Z 
nach den Richtungen dreier sich * rechtwinklig schnei- 
denden Coordinatenaxen zerlegt, und seyen in Bezug 
auf dieses Coordinatensystem (/;, ^, r), {p\g\r) und 
{jfi\ g\ r") die resp. Mittelpunkte der einander par- 
allelen Kräfte JT, der Kräfte F uod der Kräfte Z* 
Alsdann ist mit Anwendung der Bezeichnungen [1]: 

— ^^—EL _ 2xX _0 

^~ 2X — A' ^— ^K ~ A' 

und eben so findet sich: 

f — C'^ — C'^ — 2C • 

Wir wollen nun das Coordinatensystem so gelegt 
annehmen, dass erstlich die Ebene der x^y mit der 
Centralebene zusammenfällt, und das9 daher ryr\r"=i(^ 
sind. Da hiermit die Kräfte Z auf der Centralebene 
normal stehen, so ist die Gerade durch {py9^9) und 
{p\ q\ 0) die Centrallinie; sie werde zur Axe der x 
genommen nnd daher ^, y =0 gesetzt; Endlich werde 
der Centralpunkt, der jetzt {p^ f^) zw9 Ansdnicke hat. 
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xum Anfangspunkte der Co^rdinaten gewählt^ wodurch 
noeh p = wird« 

Bei dieser ini Allgemeinen immer inöglichen An- 
nahme des Coordinatensjste^is sind also p, i/y r, /, r\ r'^ 
insgesammt s=:0. Es folgt aber aus der Nullität von 

■ l * * • • • i A w \ 9 # 

und daraus, dass 79, /,r"==0 sind: 

Hiermit ziehen sich die Wertbe [9] der vier Bnifs- . 
grSssen ljy„.0 zusammen in: ' ' 

■ ■ Zi'=- B(i — G'vy "^=— jFV, IV= 0, 

und die zvei Gleichungen {14] und [15] für die Ter* 
hältnisse zwischen Xy u. v werden nach Substitution die- 
ser Werthe: 

[15*] A£fJi + {AG'+BF)v=0. 

Letztere Gleichung kann als eine Glejcbunjg zwi- 
schen, rechtwinjkli^en Coordin^ten X^ fi, v für ^die Ebene 
angesehen werden^ welche^ durch den Anfangspunkt 
der Goordinaten gelegt^ mit den beiden Haiiptaxen par- 
allel ist (§/ 139. j. Da in die^icr Gleichung der Coe^qient 
Tou X = 0, und folglich die Axo der- ^« d« - i. die Gen- 
trallinie, in. dieser Ebene enthalten ist, so schliessen wir: 

Bei einem Syiteme van Kräftefi im Bauirie sind 
die zwei Hm^P^xen der'Df^llUif^'uni^'die'*(!fimif*i$li 
linie einer uftd dereelben Ebeke parallel. 

Aus der Gleichung iVe=:'4 folgt noch in Verbindung 
mit [12]: A^'^Bl^Q. Für den Durchschnitt einer 
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sejn, indem entere drei Gleicfaiingeo die BedmgangtM 
AosdrückeD^ unter denen die Resultante dnreh den An- 
fangsponkt der Coordinaten gebt (§«71.)> letztere swei 
aber die Bedingungen, unter denen die Resultante die 
Riehtnng der Axe der x bat Hiermit werden [9]: 

L=fX—H(k—Gvy M=:gii—Fi^—Bk^ 
N=zhy—OX—Fii^ 0=0, 

and damit [14] und [15]: Ln—Mk=fi and ^=0^ d.i 

II(X\ - 11^) - Gfir + Fky+ if-g) V = O, 

Die Elimination Ton v ans diesen zwei Gleidiiugen 
giebtt 

eia^ Gleicbnng, woraos ähnlicber Weise, wie aas [16], 
SU sc^iliessen, dass ein System mit einer einfacben Re- 
sultante immer zwei Hauptaxen hat, und dass die Pro- 
fe^tiotten dieser Axen auf eine die Resultante normal 
treffende Ebene (als die jetzige Ebene der ;r, y) mdi 
unter rechten Winkeln schneiden. 

Pie Gleichungen [13], welche die Lage derHanpt- 
azeij^ näher bestimmen, werden jetzt: 

Zi = — C^, Jlf=Cg, = ?> 

von denen die dritte: ?=0, d. i. y^X — ar^^s^O, »n «s 
kennen giebt^ dass jede der beiden Hauptaxen die Axe 
der X, d* L die Resultante, schneidet, wie auch schon 
ohne^pea einleuchtet Denn die zwei Kräfte (JT^, T^^Z^) 
und (JK:,, r^Z^), die, an den Punkten (x^yy^jX^) und 
('^29^29^2) dc' Hauptaxäf* angebracht, zur Herstellung 
des Gleichgewichts und zu seiner Erhaltung während 
der Drehung um die Hauptaxe erforderlidi sind, mfiasen 
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der einfachen Resultante des Systems das Gleicbge- 
mclit haltep, und dieses ist nicht anders möglich, als 
wenn sie beide, und folglich auch die von ihnen ge- 
troffe];ie Hauptaxe, mit der Resultante in einer Ebene 
liegen. . 

Da übrigens die zwei Kräfte bei der Drehung des 
Körpers um die Hauptaxe ihre Lage nicht ändern, so 
wird auch die Resultante ihre anfängliche Lage unver- 
ändert behalten und mithin die Hauptaxe fortwährend 
in demselben Punkte schfaeiden. 

Zur bessern Uebersicht wollen wir noch die Er- 
gebnisse dieses und des vorigen §• in folgendem Satze 
vereinigt darstellen. 

Wenn ein auf einen freien Korper wirkendee 
System von Kräften eine anfache Kraft xur Hesul» 
tante haty so lassen sich in der Richtung dieser Kraft 
Kwei Punkte und zwei durch diese Punkte gehende 
Axen angeben von der Beschaff enh^^ dass^ wenn 
der Körper um die eine oder die andere Axe ge- 
dreht wirdj während die Kräfte auf ihre Angriffs- 
punkte mit unveränderter Richtung und Intensität 
xu wirken fortfahren^ das System mit einer einzigen 
Krafty die mit der anfänglichen Resultante der Lage 
und Intensität nach identisch ist^ gleichwirkend bleibt f 
dass folglich^ wenn der Körper in dem einen oder 
dem andern jener Punkte befestigt wirdy ein Gleich- 
gewicht entsteht j welcfses durch Drehung des Kör- 
pers um die dem Punkte zugehörige Axe nicht 
aufgehoben wird. 

Diese zwei Axen haben übrigens eine solche 
Lage^ dass erstens ihre Projectionen auf eine die 
Resultante normal treffende Ebene^ so wie zweitens 
ihre Projectionen auf die Centralebene^ sich recht- 

19 • 



\ 






290 



Bnter Theil. Aohtet KapiteL 



wnJklig $ehneiden^ da99 drittem ifine m$i den M- 
den Axen parallele Elbene xugleieh mit der Central- 
linie parallel i$t^ und daes vier tens di^ tneei JPünkU^ 
in denen die CentraleAene von den Axen getroffen 
wird^ mit dem Centralpunkte in einer Geraden He- 
gen^ welehe mit der Reiultante rechte Winkel kUdet. 



§. 151. 

So wie es demnach bei einem Systeme pavaUeler 
Kräfte in der im Allgemeinen ihm zukeminendev ein- 
fachen Resultante einen Mittelpunkt, d. h» einen soloben 
Punkt giebt, dass, wenn er fest gemacht wiInI, das da^ 
durch entstehende Gleichgewicht bei beliebiger Dtehung 
des Körpers um diesen Punkt nicht aufhört ^ &• giebt 
es ähnlicher Weise bei einem Syateme ^ebt patalleler 
Kräfte, welche sich auf eine eiazige Kraft reduaiipea 
lassen, ia dieser Resultante zwei solcher MittelpuAkta» 
nur mit dem Unterschiede, dass jedem dersejbea eine 
bestimmte Axe zultommt, um welche der Körper ge- 
dreht werden muss, wenn das durch Festmaobung def 
einen oder des andern Punktes erzeugte CHeicbgewioht 
durch die Drehung nicht aufgehoben werden soll. 

Ist das System nicht anders als auf zwei Kräfte 
redttctrbar, so reicht es zur Herstellung des 61eicfage> 
wichts nicht mehr hin, einen einzigen Punkt fest sa 
machen, sondern es müssen dann zwei in den £wei Re* 
sultanten genommene Punkte, oder die duFcb diese 
Punkte gehende Gerade, unbeweglich gemaebt wepden^ 
und solcher Geraden, welche zugleich die Eigenachaft 
besitzen, daes, venu der Körper um sie gedreht wkd^ 
das Gletchgewicht fortdauert, und dass die DrüekscngeOf 
wehäie sie erleiden, ihrer Richtung und Stärke nadbi 
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niiverlUidert bleiben, toicber Axea giebt es naoh §. 139« 
entweder zwei oder gar keine» 

Wenn dagegen, was ausdrücklich noch bemerkt 
werden mnss, bloss dieses gefordert wird, dass durl^ 
Befestigung einer Axe des Körpers Gleichgewicht ent- 
steht, und dieses Gleichgewicht bei Drehung um die 
Axe fortdauert, und wenn nicht zugleich Unveränderlich- 
keit der Richtung und Stärke des während der Drehung 
▼on den Kräften auf die Axe ausgefibten Druckes ver- 
langt wird, so kann die Axe jeder beliebigen Richtung 
parallel seyn. 

Sey nämlich MN (Fig. 42.) eine beliebig gegebene 
Ebene, auf welcher, die Axe normal seya soll. Naoh 
§. 133. kann dann für jede Kraft PQ des Systems sub- 
stituurt werden: ihre Projection TU auf MN^ ihre Pro- 
jection PS auf eine durch P mit der Axe gezogene 
Parallele, und das Paar PRj TOy von dessen Kräften 
die AngriflPspunkte P^ T in einer Parallele mit der Axe 
liegen. Ist nun die Axe fest, so können die Kraft PS 
und das Paar Pü, TO auch während der Drehung des 
Körpers um die Axe keine Bewegung hervorbringen» 
Denn die Ebene des Paares bleibt immer der ^e pai^ 
allel, und das Paar ist daher stets gleichwirkend nsil 
einem Paare, dessen Kräfte an der Axe selbst ang»> 
bracht sind. Ist ferner AB die Axe selbst, und nimmt 
man darin FO^PSy mo ist das Paar PSy GF gleiob- 
wirkend mit dem Paare SG^ FP {%. 20.), folglich PS 
gleicbwirkend mit FG und dem Paare SG^ FP. Die 
Kraft PS kann mithin keine Bewegung erzeugen, da 
^ in der Axe selbst wirkt, und die Kräfte SG^ FP 
des Paares sowohl anfänglich, als bei der naehherigeo 
Drehung, die Axe immw treffen. 
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Bei Drehung des Körpers um die feste Axa AB 
ist daher die in P angebrachte Kraft PQ, von gleicher 
Wirkung mit der auf T wirkenden Kraft TU^ d. h. 
mit ihrer Projectiou auf irgend eine die Axe rechtwink- 
lig schneidende Ebene MN. 

Soll demnach bei Drehung des Körpers am eine 
feste Axe, welche auf der gegebenen Ebene -MN nor- 
mal steht, immer Gleichgewicht herrschen, ohne Rück- 
sieht darauf, ob der Druck, der auf die Axe während 
der Drehung ausgeübt wird, stets derselbe bleibt, oder 
nicht, so projicire man sämmtliche Kräfte mit ihren 
AngriiTspunkten auf die Ebene MN und suche von die- 
sen Projectionen den Mittelpunkt A\ und es wird zo- 
iolge der Eigenschaft dieses Punktes eine in ihm auf 
MN errichtete Normale AB die gesuchte Axe seyn. 

#• 152. 

Zusätze, a. Dass die somit bestimmte Axe bei 
der Drehung im Allgemeinen einen veränderlichen l>ruck 
erleidet, ist leicht einzusehen.. Denn dieser Druck wird 
hervorgebracht von den Resultanten 1) derEjräfte TU, 
2) der Paare P/(, T0, 3) der Kräfte FG und 4) der 
Paare ßGj FP. Nun bleiben die drei erstem Resul- 
tanten^ und folglich auch der von ihnen auf die Axe 
ausgeübte Drucke unverändert. Denn der Hypothese 
zufolge geht die Resultante aller TU fortwählrend durch 
A selbst und ändert weder ihre Richtung noch Inten- 
sität. Die Paare PR^ TO bleiben, bei der Drehung, 
der Axe und sich selbst parallel und wirken daher auf 
die Axe unausgesetzt auf dieselbe Weise; Eben so 
wenig können die längs der Axe selbst gerichteten 
Kräfte FG ihre Wirkung ändern. Dagegen werden 
die Paare SG^ FP^ und folglich auch ihre Re%ultante, 



Von den Axen des Gleicbgewicbti. 293 

bei der Drehung des Körpers um einen eben so grossen 
Winkel mit gedreht und drücken daher die Axe nach 
immer andern Richtungen. — Nur dann also, wenn 
letztere Paare SG, FP sich das Gleichgewicht halten, 
ist die Axe fortwährend demselben Druck unterworfen ; 
sie ist dann eine Hauptaxe der Drehung. 

b. Unter allen Richtungen, mit denen die feste Axe 
parallel sejn kann,^ ist allein die Richtung der Haupt* 
linie des Systems (§. 82.) ausgenommen. Denn die 
Projeotionen der Kräfte auf eine die Hauptlinie recht- 
winklig schneidende- Ebene reduciren sich im Allge« 
meinen auf ein Paar, und es ist daher unmöglich, durch 
Befestigung der Hauptlinie oder einer mit ihr paralle- 
len Axe Gleichgewicht zu erhalten. 

Ist ein solches Paar nicht vorhanden, sondern hal- 
ten sich die Projeotionen das Gleichgewicht, so hat das 
System eine einfache Resultante, deren Richtung die 
der Hauptlinie ist. Alsdann wird zwar durch Befesti- 
gung einer mit der Hauptlinie parallelen Axe ein an- 
fängliches Gleichgewicht hervorgebracht; dasselbe geht 
aber sogleich bei der nachherigen Drehung verloren, — 
es müsste denn von den sich das Gleichgewicht halten- 
den Projectionen. der Angriffspunkt einer jeden der 
Mittelpunkt der jedesmal übrigen seyn. Denn in diesem 
speciellen Falle hat jede mit der Hauptlinie parallele 
Axe die Eigenschaft, dass^ wenn sie unbeweglich ge- 
macht wird, ein auch bei der Drehung dauerndes Gleich- 
gewicht entsteht. 



§. 153. 

Der Vollständigkeit wegen ist noch zu untersuchen 
übrig, ob und wenn sich bei einem Systeme, welches 
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mit einem Paare gleichwirkend ist^ Hauptaxen der 
Drehung angeben lassen. Alsdann sind A^R^ C7 =s; (^ 
und die Gleicbangen [12] rednoiren sich Uennit auf: 
LyM^N^Oz::n% d. i. wegeü [9] s 

Hiermit haben wir vier Gleichungen zwischen den 
zwei die Richtung der Hauptaxo bestimmenden Ver- 
hältnissen X:ju und fiiv, jede vom ersten Grade^ er- 
halten; die Coordinaten der Angriffspunkte der zwei 
hinzuzufügenden Kräfte sind aber ganz herausgegangen. 
Dies führt uns zu der Folgerung^ ^im# bei einem Syr 
stemcj welc/ies sicA auf ein Paar reducirtj nur ditnn 
Hauptaxen der Drehung vorhanden sind^ wenn die 
%wei Gleichungen erfüllt werden y welche nach JEli^ 
mination von X, fiy v aus den vier Gleichungen [17] 
hervorgehen; und dassy wenn diesen zwei Gleichun- 
gen Genüge geschieht ^ jeße Gerade ^ welche mit der 
durch A, |u, v aus zweien der vier Gleichungen he- 
stimmten Richtung parallel ist^ als Hauptaxc die^ 
nen kann* 

Die hierzu nölbige Rechnung lässt sich dadurch 
noch sehr vereinfachen, dass man die Ebene des mit 
dem Systeme gleichwirkenden Paares zu einer der Coor- 
dinatenebenen wählt. Nach §. 70. hat die Ebene des 
resultirenden Paares, wenn sie durch den Anfangspunkt 
der Coordinaten gelegt wird, die Gleichung: 

{F—F')x^{G^G')yJt'{ß—H')%^^. 

Nehmen wir daher diese Ebene zur Sbene der x^ x^ 
deren Gleichung y=0 ist, so wird F^ssiF' and H^=±ff.' 
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Hiermit reduoirt b}o& tm den GieiehuDgen [17] die 
Yierte auf 

d*b. dieHauptaxen sind mit der Ebene der XjKy also 
niiV der Ebene dee re$uü$renden Paares ^ parallel f 
die drei ersten Gleichungen aber werden: 

fX—G'v=% Fy+ax=Oy Av—GX=Oy 

* 

und es miissen die drei hieraus folgenden Werthe des 
Verhältnisses. X : v einander gleich sejn , also 

wsiBSb Haiiptaxen verltandeii seyn toUen»' 

Beia|iieL . ÜMtoii« das System n«r äussern Kräf- 
tMl^^ «eldier öahev für sieh em Paar biU^n müssen. 
Die Ebene dieses Paares nehme ma» zttr Ebene 
der ^ Ky «md setze hiernaok die Kräfte : (IT, 0» X)^ 
ir-Xy 0^ ^ ^\ vBd ihre Angrifibptinkte s {Xy 0, %)^ 
Im\ «,»'>. Dtes: giebl nach [i]^ 

Da dies^ Wertha von 6^^ ...G der vorigen Dop-, 
pelproportion Genüge leisten^ so bat gegenwärtiges Sy- 
stem Hauptaxen; und da 

so sind sie pendlet mit der die Angriffspikiikte beider 
Kräfte Terbindendem Geraden^ 

§. 154. 

Soll ein System, irelchefl^ äaf ein Paar redticirbar 
ist, Hauptaxen lies Gleiishgewioht» haben, und sdUiMi 
diese parallel mit einei^ diiroh X,|Ei,y gtogebimen Rieh« 
tung eeyn, so nnd die viw GleichtmgeB [17) did Be- 
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dingungen, unter denen dieses mdglich ish Sollen da- 
her die Hauptaxen parallel mit der Axe der x seyn, 
als fiir welche X nnd ^=3 sind, so hat man als Be- 
dingungen: 

Cr^^Oy F=0, Ä = 0, H^H'=% d. i. 
^xZ=% 2yZ=0j S{xX+yT)=:zOy S{xT—yX)=0. 

Wegen der zwei erstem, und weil zugleich SZ=Oj 
müssen die Projectionen der Kräfte auf Linien, Sie 
durch die Angriffspunkte der Kräfte gelegt und mit 
der Axe der Xj ako mit den Hauptaxen, parallel sind, 
fiir sich im Gleichgewichte seyn. Aus den zw« letztem 
Gleichungen aber folgt in Verbindung mit SX=iO und 
2F=0, dass die Projectionen der Kräfte auf eine die 
Hauptaxen rechtwinklig schneidende Ebene einander 
das Gleichgewicht halten müssen, und dass dieses Gleich- 
gewicht bei Drehung der Ebene in sich selbst, also 
auch bei Drehung des Körpers um eine der Hauptaxen, 
nicht verloren gehen darf (§. 122.). 

Wir haben hiermit dieselben zwei Bedingungen er- 
halten, welche im Obigen (§. 132.) zur Fortdauer des 
schon anfanglich bestehenden Gleichgewichts bei der 
Axendrehnng nöthig waren, und es erhellet leicht, wie 
diese Bedingungen für den jetzigen Fall, eben so wie 
für den früheren, auch durch die in §• 133 angewen- 
dete Construction hätten gefunden werden können. Auf 
ähnliche Art endlich, wie in §. 151., zeigt sich auch 
hier, dass, wenn die Axe, um welche der Korper ge- 
dreht werden soll, fest ist, und es nicht darauf an- 
kömmt, dass sie einen der Richtung und Stärke nack 
unveränderlichen Druck erfahre, schon die Erfüllung 
der zweiten Bedingung, oder das fortdauernde Gleich« 
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gewicht zwischen den auf die normale Ebene projioir* 
ten Kräften, hiureithend ist 



Neuntes Kapitel 

Von der Sicherheit des Gleichgewichts. 

\ 

(. 155. 

Wenn mehrere auf einen frei beweglichen Körper 
wirkende Kräfte im Gleichgewichte sind, und der Korr 
per um so wenig, als es auch sey, aus seiner Lage 
gebracht wird, während die Kräfte parallel mit ihren 
anfänglichen Richtungen und mit nnveräoderter Inten- 
sität auf ihre Angriffspunkte zu wirken fortfahren, so' 
hört das Gleichgewicht im Allgemeinen auf und die 
Kräfte suchen den Körper entweder in seine anfangliche 
Lage zurückzubringen, oder sie streben ihn noch mehr 
davon zu entfernen« Im erstem Falle wird das Gleich- 
gewicht sicher, stabil, genannt, im letztern unsi- 
cher^ nicht stabil. 

Die Lehre von der Sicherheit des Gleichgewichts, 
in ihrer ganzen Ausdehnung genommen, gehört nicht 
sowohl der Statik, als vielmehr der Mechanik an. Letz- 
tere ÜVissenschaft zeigt, dass, wenn das Gleichgewicht 
sicher ist, und wenn der aus der Lage des Gleichge- 
wichts verrückte Körper durch die Kräfte in diese 
Lage zurückgebracht ist, er gleichwohl nicht darin ver- 
harrt, sondern vermöge der erlangten Geschwindigkeit 
sich eben so weit nach der 'entgegengesetzten Seite 
entfernt, aus der er dann abermals zurückgetrieben 
wird und somit, gleich einem Pendel, um die Lage 
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des Gleidigewicte hin und her Schwingongen maeht 
In der Natur werden diese Sohwingungen wegev det 
ReibuDgeD, denen die Bewegung des Körpers stets aus- 
gesetzt ist, immer kleiner, hören zuletzt ganz auf, und 
der Körper kommt in der Lage des Gleichgewichts 
wieder zur Ruhe» . 

So wenig nun auch diese Bewegungen ein Gegen- 
stand der Statik sejn hömen, so vermag dodh diese 
Wissenschaft Regeln anzugeben, mittelst deren sich in 
jedem besondern Falle erkennen lässt, ob das Gleich- 
gewicht im Zustande der Sicherheit oder der iJnsicher- 
hrit ist. 

f 156. 

Um uns die Sache zuerst an dem einfachsten Bei- 
spiele deutlich zu machen, wollen wir auf einen Körper 
nur zwei Kräfte P^, P^ wirken lassen. Ihre Angriffih 
punkte denke man sich in einer Yerticalen liegend; ^^. 
aej der tiefere,. At. der höhere Punkt Wegen djesi 
Gleidigcwichts, das zwischen den j^wqi Kräften statt 
finden soll, müssen sie einander gleich, und äre Rich- 
tungen ebenfalls vertical, aber einander entgegengesetit 
seyn. Dieses ist; auf doppelte Weise möglich, jeQach- 
dem nämlich entweder die im obern Punkte A, ange- 
brachte Kraft P^ nach oben und die im untern Punkte 
A^ angebrachte P^ nach unten, oder JPj ,n<^ch unten 
und Pi nach oben wirkt, jenachdem also die zwei 
Kräfte ihre Angriffspunkte von einander zu entfernen, 
oder einander näher zu bringen streben. 

Wird nun der K<»^r yerrückt, und die Linie A^ A^ 
dadurch aus der yerticalen Lage gebracht, z. B. yon 
der Linken nach der Rechten gedreht, so bilden jetzt 
die vwei Kväfte ein Paar, welches im erstem Palle 
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eiDen Sinn von der Reobton nach der Linken hat^. 
also die Linie ji^ A2 in die yertioale Lage lorüokra- 
bringen strebt (Fig. 45. a.)j im letztem Falle aber einen 
Sinn von der Linken na ob der Recbteu hat nnd mitbin 
die Linie von der vertioalen Lage nooh mehr zn ent- 
fernen snebt (Fig. 45. i.). Im erstem Falle ist^mithin 
das anfänglicbe Gleiohgewioht siober, im letztem an- 
siober, und wir erbalten damit den Satz: 

Das Oleichgewicht xwiichen xwei Kräften iwi 
Hoher oder unsicher ^ jenaehdem die Kräfte ihre An^ 
griffspunkte vmi einander xu entfernen oder mnmnder 
f6u nähern streben. 

f 157. 

Zusätze» a. Zu noeh mehrerer Erläiatenmg de» 
voranstebenden Satzes kann folgende Betraofatong die- 
nen* — - Wie auob die vertioale Linie A^A^ iaus der 
vertioalen Lage gebracht werden mag, so witd dadnreh 
der gegenseitige Abstand ihrer Endpunkte, wenn nran 
ihn nach vertioaler Riohtnng schätzt, immer verkleinert* 
Wenn demnach die zwei nach vertioalen Richtungen 
wirkenden Kräfte den Abstand der Endpunkte zu ver- 
grössem streben, so werden eie den durch die Yer-^ 
rückuDg kleiner gewordenen Abstand auf seindD anfltng<k 
liehen grössten Werth und die Linie A^A^ in ihre an- 
fängliche Lage zurückzubringen suchen; ihn aber noch' 
mehr zu verkleinem und dadnreh die Linie noch mehr 
von der vertioalen Lage zu entfernen suchen, wenn 
schon vor der Verrüokung das Streben der Kräfte auf 
Yerkleinerang des Abstandes gerichtet war. 

h. Die Bedingung für die Sicherheit des Gleichge- 
wiohts awisehen zwei Kräften icann man auch dadurch 
ausdrucken, das» Ae Richtung von dem einen AngriCßl- 
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punkte Ag zum andern ^3 mit der Richtung der auf 
den letztern wirkenden Kraft P^^ also auch die Rich- 
tung von Jt^ nach Jt^ mit der Richtung von P^ einer- 
lei sejn muss. Sind diese zwei Richtungen einander 
entgegengesetzt, so ist das Gleichgewicht unsicher« 
Oder kürzer, indem wir diese Bedingungen analytisch 
ausdrücken: das Gleichgewicht ist sicher oder unsicher, 
nachdem das Product A^A^.P2=rA^A^.Pi^ einen po- 
sitiven oder negativen Werth bat. 

c. Das zwischen zwei Kräften bestehende Gleich- 
gewicht hört nur bei einer solchen Yerrückung des 
Körpers auf, wodurch die Richtung der die Angriffs- 
punkte der beiden Kräfte verbindenden Geraden geän- 
dert wird. Dreht man dagegen den Körper um diese 
Linie als um eine Axe, oder bewegt ihn parallel mit 
sich fort, so streben die zwei Kräfte den also verrück- 
ten Körper weder in seine anfängliche Lage zurückzu- 
führen, noch von derselben noch mehr zu entfernen; 
das Gleichgewicht bleibt unverändert. 

d. Wenn die zwei Angriffispunkte zusammenfallen, 
also die zwei Kräfte auf einen und denselben Punkt 
des Körpers wirjcen, so wird ihr Gleichgewicht durch 
keinerlei Yerrückung aufgehoben; ein solches Gleich- 
gewicht wollen wir ein dauerndes nennen. 

' §. 158. 

Das in den zwei vorigen §§• behandelte Beispiel 
von der Sicherheit des Gleichgewichts, das einfachste, 
welches sich aufstellen läs&t, wird uns zugleich als 
Grundlage für alle andern Fälle dienen, indem wir mit 
Hülfe der in den vorhergehenden Kapiteln vorgetrage- 
nen Theorieen von dem Mittelpunkte der Kräfte und 
den Axen des Gleichgewichts jedes zusammengesetztere 
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I 

System auf ein System von nur zwei Kräften zuriiok- 
führen werden. Wir wollen auch hier dieselbe Ordnung 
befolgen, in welcher jen^ Theorieen entwickelt worden 
sind, und dah^r zuerst die Sicherheit eines Systems 
paralleler Kräfte in Untersuchung nehmen. 

Seyen Pj'P', Z^', • . . mehrere mit einander parallel 
auf einen Körper wirkende und sich das GleichgewiohJ: 
haltende Kräfte ; A^ A\ A'\ . • • ihre Angriffspunkte. 
Man suche von allen Kräften, die eine P ausgenom- 
men, den Mittelpunkt, welcher A^ sey, so sind, wie 
auch der Körper verrückt werden mag, die Kräfte 
P'^ P"^ • . . immer gleichwirkend mit einer einzigen iu 
A^ angebrachten Kraft /^^ = P' +/''' + ...= — /*; 
folglich alle Kräfte des Systems P, jP, P\ ... bei jeder 
Yerrückung gleichwirkend mit den zwei Kräften P und 
P2, deren Angriffspunkte A und Ar^ sind. Mithin wird 
auch das Gleichgewicht zwischen P^ /^, P\ . . • sicher 
oder unsicher seyn, jenachdem es das Gleichgewicht 
zwischdn P und Pr^ ist, jenachdem also die Richtung 
von ^2 Q^cb ^ ™^^ ^^^ Richtung von P einerlei oder 
ihr entgegengesetzt ist. 

Denken wir uns z. B« unter jP, P\ ,.. die Wir« 
kungen der Schwerkraft auf die einzelnen Theile ei- 
nes Körpers, und ist daher A^ der Schwerpunkt und 
P^ das Gewicht des Körpers (§• HO.), P aber die 
der Schwerkraft direct entgegen, also nach oben zu^ 
wirkende und den Körper vor dem Fallen schützende 
Kraft, so muss A^A nach oben gerichtet seyn, und 
folglich der Angriffspunkt von P über dem Schwer- 
punkte liegen, wenn das Gleichgewicht sicher seyn und 
sich bei einer Yerrückung des Körpers von selbst wie-* 
der herstellen soll. 



302 ' Bnter Tbdl. Neaiitei KapM. 

Um eioen mehr sjmmetrischen Ausdmck für die 
BediDgmig der Sicherheit des Gleicfagewidits swisehen 
parallelen Kräften zu erhalten, wollen wir die Kräfte 
parallel mit der Axe der x eines beliebigen reeht- oder 
schiefwinkligen Cocrdinatensjstems nehmen nnd daher 
dnrch (0,0, Z), (0,0, Z"), (0,0, Z^, etc. ausdrücken. 
Ihre Angriffspunkte seyen (^,y, s)» (^,y^, x^j etc. Als- 
dann ist erstens wegen des Gleichgewichts (§• 73. Zos.): 

^Z=0, ZrZ=:0, ^yZ=0, oder 

Z + -2Z' = 0, ^Z + -5;t'Z' = 0, yZ+2y'Z' = 0. 

Sodann ist von den Kräften Z% Zi\ • . • die Re- 
sultante : 

nnd die Coordinaten ihres Mittelpunktes A^ sfaid (§• 108.) 

Zg/Z^ _VZ" 2j^Z' 



JMJM9 SssX^ — *Ä=: — — j^ *»— ^* f^~9 



von denen sich, mittelst der vorhergehenden Gleichun- 
gen, ^Tj und ys i^esp. ==;r und y finden, ji^ Hegt da- 
her, wie gehörig, mit dem Punkte jt oder (x',y, %) in 
einer den Kräften parallelen Geraden, und es ist 

2z'Z' 2zZ 

folgUch JA^.P^ = — jiA^.Z=2zZ. 

Das Gleichgewicht ist demnach sicher, dauernd, jMler 

unsicher, jenaohdem SxZ positiv, null, oder negativ ist. 

Da dasProdoct AAt^.P2 unabhängig von dertAge 
der Eb^ie der x, y ist, nnd mithin auch die Summe 
S%Z steh nicht ändert, wie auch diese Ebene gelegt 
werden mag, so können wir das «rhaltene Besultal 
folgendergestalt in Worte fassen: 
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Wetm man bei einem Systeme von parallelen 
Kräften^ welche im Gleichgewichte sind^ die Rteh- 
tungen der JSrqfte durch eine JEbene schneidet und 
jede Kraft in den von dem Durchschnitte mU der 
Ebene bis xu ihrem Angriffspunkte genommenen 
Theil ihrer Michtung multipltdrt^ so ist die al- 
gebraische Summe dieser Produete für jede Lage 
der Ebene von einerlei Grösse ^ und jenachdem sich 
diese Summe positiv^ nultj oder negativ findet y ist 
das Gleichgewicht sicher y dauernd^ oder unsicher. 

§. 160. 

Ein System von Kräften, welche in einer Ebene 
nach beliebigen Richtungen wirken und sich das Gleichr 
gewicht halten, wird bei Drehung der Ebene in sich 
selbst gleichwirkend mit einem Paare von Kräften P^^ 
und P2J deren Angriffspunkte A^ und A^ wiUkülurlioh 
ia der Ebene genommen werden können, deren Rich- 
tungen und Intensitäten aber dadurch bestimmt Wiordeni 
dass P^ und P^ vor der Drehung einander ebenfalls 
das Gleichgewicht halten, und dass A^A^.P^ und 
hj;xxsS{ji;X+yT)y d. L die Momente des Paares und 
des Systems nach einer Drehung der Ebene um 270^ 
oder *^ 90% einander gleich sind (§• 124.). Wegen det 
stets gleichen Wirkung des Paares und des Systems 
hat tttttt auch das Gleichgewicht de6 Systems eineilei 
Beschaffenheit mit dem Gleichgewichte Ton P^ und P^f 
und es ist daher das Gleichgewicht des Systeans in 
Bezug auf eine solche Ye^ückung des Körpers, hol 
welcher die Ebene, in der die Kräfte wirken, steh 
parallel bleibt, sieher, dauernd, oder unsicher, jenaoh» 
dem A^At-P^y d. i. S (jpX + yY}y paeitir, miU, oder 
negativ ist. 
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Zusatz. Der ZusammenhaDg zwischen dem Vor- 
teiohen desProduotes A^A^.P^ und der Besohaffenh«t 
des Gleichgewichts Ton P^ und P^ lässt sich noch fol- 
gendergestalt nachweisen. 

Nach einer Drehung der Ebene um 90° verwandehi 
sich die zwei auf A^ und A^ wirkenden und sich an- 
fangs das Gleichgewicht haltenden Kräfte P^ und P^ 
in ein Paar, dessen Moment = — A^A^^P^, ist. Es 
ist nämlich A^A.^ die Breite des Paares, und wenn P, 
aofaugs die Richtung AiAzy also mit der Linie AiA^ 
einerlei Zeichen hat, so ist, wie die Anschauung lehrt, 
der Sinn des durch Drehung der Ebene entstandenen 
Paares dem Sinne der Drehung selbst entgegengesetzt, 
mitbin das Moment des Paares negativ. In diesem 
Falle, wo dasProduct A^A^.P^ positiv ist, suchen die 
Kräfte die Ebene zurückzudrehen, und das anfängliche 
Gleichgewicht war folglich sicher. 

Auf gleiche Weise zeigt sich, dass bei einem ne- 
gativen Werthe dieöes Products das Gleichgewicht un« 
sicher ist 

§. 161. . 

Die Summe A, =^(;rX+yy), lässt sich auch 
sehr einfach geometrisch darstellen. Sie ist das Mo- 
ment des Systems, nachdem die Ebene in sich um 
— 90^ gedreht worden, und zwar das Moment für einen 
beliebigen Punkt der Ebene, da das System nach der 
Drehung mit einem Paare gleiche Wirkung hat. Nach 
§« 115. ist aber dieses Moment einerlei mit dem Mo- 
mente des Systems, welches entsteht^ wenn man die 
Ebene unbewegt lässt, und jede Kraft, wie AB (Fig. 
46.) um ihren Angriffspunkt ^ um +90^ dreht. Sey 
^£' die Lage, in welche AB hierdurch gebracht wird. 
In Bezug auf den Punkt M der Ebene ist das Moment 
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von AC^ = 2.MAC^2.DAC^ wenu MD eia vod M 
auf AB getälltea Perpendikel ist (§. 45. 4.). Nun 
verhält sich 

DAC : ABC = DA : AB (§. 45. 1.), 

und es ist der Dreiecksausdruck ABC positiv, weil der 
Sinn, nach welchem sich die Seite AB um A drehen 
muss, um in die Lage AC zu kommen und damit die 
Fläche des' Dreiecks zu beschreiben, einerlei mit dem 
vorhin bei der Drehung um 90^ als positiv angenom- 
menen Sinne ist (§. 34. zu Ende). Das Dreieck DAC 
ist daher positiv oder negativ, nachdem DA und AB 
einerlei oder entgegengesetzte Richtungen haben, und 
es ist folglich auch dem Zeichen nach das Moment 
von AC^ =:2.DAC=iDA.AB. Fällt man daher auf 
die Kräfte AB^ Aßy • • • des Systems von einem be- 
liebigen Punkte M der Ebene Perpendikel MD^MD\.:.^ 
so ist 2 DA. AB = dem Momente des Systems, naoh- 
dem jede Kraft um 90° gedreht worden, =^ 

Man ziehe noch von M an die Richtungen ABy 
A'ff^... gerade Linien, welche sie resp. in E^Ej... 
treffen und daselbst. mit ihnen nach einerlei Seite ein- 
ander gleiche Winkel = a machen, so dass, wenn man 
diese Winkel um den gemeinschaftlichen Punkt M ihrer 
Schenkel ilfi?, ßIE%... dreht, bis diese Schenkel in 
eine Gerade fallen, die andern Schenkel AB^A'B^^ ... 
einander parallel werden« Demzufolge sind die Dreiecke 
MED^MiyDfy... einander ähnlich, und es verhalten 
sich die ED zu den entsprechenden DM^ also auch 
dieProduote J^/I^JfiBzu den DM.ABy wie 1 zu tango, 
folglich auch 

SED.AB:SDM.AB:smi:tme a. 

20 
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Dadurch wird 2EA.AB=:z2ED.AB + 2I>A.AB 

= eotanga.2DM.AB + 2DA.AB 
= 2 cotang a.2JUAB + /i. 

Ist nun das System anfänglich im Gleichgewichte, 
so ist fiir jeden Ort von Mj2MAB=0, folglich die 
Summe 2SJSA.AB=Ay also von a unabhängig. Findet 
aber kein Gleichgewicht statt, so ist 2 MAB nicht =0, 
wenigstens nicht für jeden Ort von JUy also 2JEA.AB 
von u abhängig. Hiermit noch die Eigenschaften der 
Summe A in Verbindung gesetzt, erbalten wir folgen- 
den mit dem für parallele Kräfte in §. 159. gefundenen 
ganz analogen Satz: 

Hat man ein System von Kräften in einer Elbene^ 
und zieht fhan van einem Punkte M der Eibene an 
die Richtungen der Kräfte gerade lAnien^ welche die 
RichtWiigen nach einerlei Seite %u unter einander 
gleichen Winkeln =a schneiden ^ »e isty wenn sich 
die Kräfte das Gleichgewicht halten^ und nur dann^ 
dje Summe der JP^oducte aus Jeder Kraft in den 
Titeil ihrer Richtung^ welcher sich vom Durch- 
schnitte mit der an sie gezogenen Geraden bis xum 
Angriffspunkte der Kraft erstreckt ^ eine bei jeder 
Lage von Mund bei jedem Werthe von a sich gleich- 
bleibende GrässCy und nachdem diese Grösse positiv^ 
nully oder negativ istj ist das Gleichgewicht sicher^ 
dauernd^ oder unsictter. 



§. 162. 

Bei der jetzt angestellten Untersuchung über die 
Sicherheit des Gleichgewichts zwischen Kräften, die 
in einer Ebene enthalten sind» berücksichtigten wir bloss 
solche Yerrückungen des Körpers, wodurch die Lage 
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dieser Ebene nicht geändert ivurde, also Drehungen 
des Körpers um eine auf der Ebene normale Axe« 
Die in Bezug auf eine solche Axe statt findende Ber 
sohaffenheit gilt aber im Allgemeinen nicht auch für 
jede andere auf der Ebene nicht normale Axe, so dass 
von zwei Axen, welche einen Winkel mit einander 
machen,, das Gleichgewicht rücicsichtlicfa der einen 
sicher seyn kann, während es in Bezug auf die andere 
unsicher ist« 

Bestehe das System z. B. aus 4 Kräften Pj P'^ 
Qy Q^i welche , in einer Ebene wirkend , im Gleichge- 
wichte sind« Dabei seyen P und P' für sich im Gleich-, 
gewichte, folglich auch Q und Q^i ersteres Gleichge- 
wicht, für sich betrachtet, sey sicher, letzteres unsicher. 
Sind nun resp« Ay A^ By ß die Angriffspunkte dieser 
4 Kräfte, und wird der Körper um AAy als um einö 
Axe, gedreht, so bleibt das Gleichgewicht zwischen 
den Kräften P, /^, welche in der Linie AA wirken, 
unverändert, und die Kräfte <2, ^ verwandeln sich in 
ein Paar, welches den Körper noch mehr aus seiner 
anfänglichen Lage zu bringen strebt. Dreht man da- 
gegen den Körper um Bßy so dauert das Gleichge- 
wicht zwisqhen Q, Q^ fort, die Kräfte P, P^ aber be- 
mühen sich, den Körper in seine erste Lage wieder 
zurückzuführen« Das Gleichgewicht zwischen den 4 
Kräften ist daher in Bezug auf die erstere Drehung 
unsicher, in Bezug auf die letztere sieber« liebrigens 
sieht man von selbst, dass die hierbei gemachte Be- 
dingung, dass sämmtliche 4 Kräfte in einer Ebene 
wirken, keine wesentliche ist« 

So wie dem jetzt betrachteten Systeme von Kräften 
nach der Verschiedenheit der Yerrückung des Körpers 
Sicherheit und Unsicherheit zugleich zukommen kann, 

20» 
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FO gilt dieses, wenige specielle Fälle ausgenommeDi 
linier denen ein System paralleler Kräfte der merk- 
Ti'iirdigste ist, auch von jedem andern Systeme. Den 
Inbalt der nächstfolgenden §§. soll daher eine ganz 
allgemeine Untersuchung der Merkmale ausmachen, aus 
denen bei Kräften, die nach beliebigen Richtungen auf 
einen frei beweglichen Körper wirken |ind im Gleich- 
gewichte sind, die Sicherheit oder Unsicherheit dieses 
Gleichgewichts für eine gegebene Yerrückung des Kor. 
pers erkannt werden kann, — eine Untersuchung, die 
durch die §§. 135. und 13G. im vorigen Kapitel voll- 
kommen eingeleitet ist. 

§. 163. 

Jede Yerrückung eines Körpers lässt sich in eine 
parallele Fortbewegung und eine Drehung desselben 
um eine gewisse Axe zerlegen (§. 130.). Durch 
die parallele Bewegung wird das Gleichgewicht nicht 
gestört, wohl aber im Allgemeinen durch die Dre- 
faung, und wir haben daher auch «gegenwärtig, wo 
die Sicherheit untersucht werden soll, nur den zweiten 
Theil der Yerrückung oder die Drehung in Betracht 
zu ziehen. 

Nun sahen wir in §. 136. c, dass, sobald der Kör- 
per um eine Axe gedreht wird, die vorher im Gleich- 
gewichte befindlichen Kräfte gleichwirkend mit einem 
Paare werden, dessen Kräfte — P| und — jPj man, 
eben so wie die Kräfte des Systems, auf zwei bestimmte 
Punkte jii und A^ des Körpers mit sich gleichbleiben- 
der Richtung und Stärke wirkend setzen kann. Jenach- 
dem folglich das anföngliche Gleichgewicht zwischen 
diesen zwei Kräften sicher oder unsicher ist, jeoaoh 
dem also ^^ P^.A^A^ eine positive oder . negativo 
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Gr5s8e ist, wird aooh dem Gleichgewichte des Systems 
Sicherheit oder Unsicherheit beizulegen seyn. 

Es ist aber nach den Formeln (a), (A), {d)y {e) in 
§. 135: 

= — ^1— — 

— — D{a(p + ßx + rip)' 

von welchem Bruche der Zähler 

= {f9-Cht^-B/y + {gx-Htp^F^Y 

+ {Ayj-Fx^G(pyy 

also immer positiv, und nur dann = ist, wenn 
/(pz=:Oxp+Hxy gX=iH(p+F\ij^ Axp==Fx+Gq> ist, also 
nur in dem speciellen Falle, wenn das System eine 
Axe des Gleichgewichts hat und um diese gedreht wird. 
Der Nenner des Bruches findet sicli 

= if(p—Ghp — JIx)(p + {gX—ff(p — I\p)x 

+ {Ayj—Fx—0(p)yj 

tind werde mit S bezeichnet. Das Gleichgewicht eines 
durch F, «?, ffy /, g-, A (§• 127. (4) und (7)) gege-. 
benen Systems ist demnach bei der Drehung um eine 
durch 7)/, t// ihrer Richtung nach gegebene Axe sicher 
oder unsieher, jenachdem die mit S bezeichnete Function 
dieser Grössen einen positiven oder negativen Werth hat 

§. 164. 

Lassen wir die Drehungsaxe parallel mit der Axe 
der X seyn, so werden 9==0, ;<=0, 'i/zsl) und damit 
S = A z=s 2 {xX+yT)y welches uns in Verbindung mit 
§. 160. folgenden Satz giebt: 

Das GletcAgemcAt xwücAen Kräften y die nach 
beliebigen RicAtungen cmf einen frei beweglioAen Kor • 
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per wirken^ üt bei Drehung de* Körper 9 um eine Axe 
ucher oder un^icher^ jenachdem es bei der Drehung 
um dieselbe Axe das Gleichgewicht xwisc/ten den Pro- 
jectionen der Kräfte auf eine die Axe rechtwinklig 
schneidende Ebene ist. 

Es dürfte der Mühe nicht unwerth seyn, zu unter- 
suchen, wie diesies einfache Resultat auch ohne Hülfe 
des obigen zusammengefegten Ausdrucks für S aus 
einfachen geometrischen Betrachtungen hergeleitet wer- 
den kann. 

1) Sey AB (Fig. 42.),, ^le in §• 133., die Axe der 
Drehung, welche man sich, wie dort, vertical denke, 
MN eine horizontale, die Axe in A schneidende Ebene 
und P(l eine der Kräfte des Systems^ welche sich das 
Gleichgewicht halten« Für P^Q, und eben so für jede 
andere Kraft des Systems, substitnire man ihre hori- 
zontale Projection TU^ das in einer, verticalen Ebene 
gelegene Paar horizontaler Kräfte PR^ TO und die 
verticale Kraft PS. 

2) Da die Angriffspunkte P, T der Kräfte jedes 
Paares PR^ TO In einer Yerticalen liegen, so kann 
man nach §. 136« e. für jedes dieser Paare ein anderes 
setzen, dessen Kräfte ebenfalls horizontal sind und ihre 
Angriffspunkte in zwei beliebigen Stellen, z. B. in A und 
£, der verticalen Axe haben. Sind demnach die hori- 
zontalen AC^ BD (Fig. 42.*) die Resultanten dieser 
auf A und B wirkenden Kräfte, so bilden diese Resul- 
tanten ein Paar, welches mit sämmtlichen Paaren PR^ 
TO gleichwirkend ist. 

3) Die Kräfte TU in der horizontalen Ebene sind 
f or der Drehung für sich im Gleichgewichte ($. 133), 
und man kann daher, wenn der Körper um AB gedreht 
werden soll, statt aller dieser Kräfte zwei einander 
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gleiche und direct entgegengesetzte in der Ebene sub- 
stituiren, wobei nur erfordert wird, dass das Product 
aus der einen in den Abstand ihres Angriffspunktes von 
dem der andern = dem Moment der Kräfte TU ist, 
nachdem jeda der letztern um ihren Angriffspunkt um 
W in der Ebene gedreht worden (§. 124. u. i61.). Da 
hiernach von den zwei für TU zu setzenden Kräften 
die eine nebst ihrem Angriffspunkte willkührlich ge- 
nommen wcorden kann, so sey A der Angriffspunkt der 
einen und sie selbst, durch AE vorgestellt» sey der 
AC gleich und entgegengesetzt; hiermit finde sich A^^ 
als der Angriffspunkt der andern Kraft A^Eiy =sACm 
Anfangs und auch während der Drehung sind daher 
AJE und AC im Gleichgewichte und können folglich 
weggelassen werden. Die Paare PJt, TO und die 
Kräfte TU sind demnach fortwährend gieichwirkend 
mit dem Paare A^E^^ BD. 

4) Was noch die verlicalen Kräfte PS anlangt, 
60, müssen sie zu ihrer Resultante ein Paar haben, 
welches mit dem vorigen A^E^^ BD anfänglich das 
Gleichgewicht hält. Ist daher von allen verticalen 
Kräften, die eine PS selbst ausgenommen, der Mittel- 
punkt Pi und die Resultante PiS^^ so bilden PS und 
PiSi dieses resultirende Paar. Die Ebene desselben ist 
wegen des Gleichgewichts anfänglich mit der Ebene 
ABC parallel, und es hat, wie auch det Körper ver- 
rückt werden mag, mit den verticalen Kräften immer 
gleiche Wirkung. 

Statt dieses Paares kann aber jedes andere gesezt 
werden, das mit ihm anfänglich gleichwirkend ist, und 
dessen Kräfte ebenfalls vertical sind. Denn wenn zwe^ 
Paare» aus verticalen Kräften bestehend, einander 
gleiche Wurkung haben, und wenn der Körper^ an w^I- 
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chein sie angebracht sind, um eine verticale . xe ge- 
dreht wird, £0 bleiben sie gleichwirkend, da durch eine 
solche Drehung die gegenseitige Lage ihrer Kräfte 
nicht geändert wird. 

Für das Paar PS^ PiSiy dessen Kräfte in einer 
mit ^BC parallelen Ebene yertical wirken, kann man 
daher ein anderes setzen, dessen Kräfte in ^i und B 
selbst angebracht sind. Seyen jiiH und BI^ diese 
Kräfte, und sey von A^E^^ AH Aie Resultante A^Iy 
und von BD^ BK die Resultante BLy so sind sämmt- 
' liehe Kräfte des Systems bei der Drehung um AB 
stets gleichwirkend mit ^|/und BL. Wegen des an- 
fänglichen Gleichgewichts müssen aber letztere Kräfte 
anfangs einander direct entgegengesetzt seyn, daher 
man die zu ihrer Bestimmung dienenden Punkte auch 
geradezu findet, indem man durch i^| und D Yertica- 
len legt, welche A^B in / und L schneiden werden. 

5) Nachdem somit die Kräfte des Systems rück- 
sichtlich einer Drehung um AB auf ^|/ und BL re- 
ducirt worden, ist nun das Gleichgewicht des Systems 
in Bezug auf dieselbe Drehung sicher oder unsicher, 
nachdem es das Gleichgewicht zwischen A^^I und BL 
ist, also nachdem A^B.BL positiv oder negativ, folg- 
lich auch, weil A^ E die Projectionen von B^ L auf 
die horizontale Ebene sind, nachdem A^^A.AE positiv 
oder negativ ist, d. h. nachdem das Gleichgewicht zwi- 
schen den Projectionen TU der Kräfte des Systems 
auf äine die Drehungsaxe rechtwinklig schneidende 
Ebene sicher oder unsicher ist. 

§. 165. 

Zusätze, a. Dass die Sicherheit des Gleichge- 
wichts des Systems bloss von der Sicherheit des Gleich- 
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gewichts zwischen AE und A^E^^ oder des Gleiobge- 
wichts zwischen den Projectlonen der Kräfte auf die 
Ebene MN abhängt, erhellet auch folgendergestalt — 
Die Kräfte des Systems wurden in die horizontalen 
Kräfte TU, in die Paare PRy 'TO und in die vertica- 
len Kräfte PS zerlegt, und diese drei einzelnen Systeme 
waren resp. gleichwirkend mit den drei Paaren AEy 
AiE^i ACy BD; A^H^ BK. Von diesen streben das 
zweite und dritte, sowohl anfangs, als anch während 
der Drehung um AB^ die Axe AB selbst aus ihrer 
Lage zu bringen, nicht aber den um die Axe aus sei- 
ner anfänglichen Lage gedrehten Körper noch weiter 
vorwärts oder zvrück zu drehen. Eine solche Drehung 
um die Axe können bloss die Kräfte AE^ A^E^^ be- 
wirken, und diese sind es daher auch allein, von denen 
die Sicherheit des Gleichgewichts des ganzen Systems 
abhängt. 

b. Wenn demnach das Gleichgewicht zwischen den 
horizontalen Kräften Tu sich dauernd findet, und da- 
her diese Kräfte ganz weggelassen werden können, 
mithin die Kräfte des Systems sich nur auf die zwei 
Paare ACy BD und A^H^ BK reduciren, so kann 
man das Gleichgewicht des Systems weder sicher noch 
unsicher nennen. Es ist aber auch nicht dauernd, da 
jene zwei Paare bei der Drehung die Axe selbst aus 
ihrer Lage zu bringen streben. Dieser specielle Fall 
begründet daher eine neue Art von Gleichgewicht, wel- 
ches ich, um doch einen Ausdruck dafür zu baben^ 
neutrales Gleichgewicht nennen will. 

Wollte man bei einem solchen Gleichgewichte für 
alle Kräfte des Systems nur zwei substituiren, so müss- 
ten diese unendlich gross und mit der Axe der Drehung 
selbst parallel seyn. Denn jemehr sich das Gleichge- 



314 Bnter Theil. Neontes Kapitel. 

,wicht zwischen den TU dem dauernden Zustande nähert, 
und wenn immer, wie vorhin, ji^E^z^ — AE=:AC 
genommen wird, desto näher rückt A^ dem A. Desto 
mehr nähert sich folglich A^^B der vertioalen Lage, 

AB 

und BL = — A^l = -2^.30 wächst ohne Ende. 

Aendert sich das System allniählig so, dass der 
Punkt Ai in der Linie ÄC durch A von der einen auf 
die andere Seite von A geht, so verwandelt sich das 
CUeichgewicht in ein unsicheres, wenn es vorher sicher 
war, und umgekehrt* So wie man daher von dem Po. 
sitiven zum Negativen auf doppeltem Wege gelangen 
kann, das einemal durch Null und das anderemal 
durch das unendlich Grosse, so giebt es auch zwei 
Uebergänge vom sichern zum unsichern Gleichgewichte. 
Der eine ist das dauernde Gleichgewicht, wo gar keine 
Kräfte, und der andere das neutrale Gleichgewicht, 
wo- zwei unendlich grosse Kräfte hinzuzufügen nöthig 
sind, wenn das Gleichgewicht bei Drehung des Kör- 
pers nicht verloren gehen soll. 

c. Bei einer Drehung um eine überhaupt durch 
9), /, t// gegebene Axe wird das Gleichgewicht des Sy- 
stems neutral seyn, wenn die in §. 162. 3. mit S be- 
zeichnete Function =0, und nicht zugleich D = ist, 
d. h. wenn nicht zugleich das System eine Axe des 
Gleichgewichts hat, und um diese der Körper gedreht 
wird* Denn hiermit wird Q^^s^P^^AyA^^^^ y also 
jede der beiden mit dem Systeme bei der Drehung gleich- 
wirkenden Kräfte unendlich gross, und vermöge der 
aus (h) und (•) in $.135. fliessenden Formel: D^=iQ^ 
(1 — x^), )f=i=l, also der Winkel, dessen Cosinus x 
ist, =0, d. h. die Linie, in welcher diese zwei Kräfte 
anzubringen sind, wird mit der Axe der Drehung 
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parallel ($. 136. 6.)i — übereinstimmend mit dem 
Yorigen. 

§. 166. 

Wie schon im §. 162. vorläufig bemerkt worden, 
kann das Gleichgewicht eines und desselben Systems 
von Kräften nach der verschiedenen Lage der Axe, 
um welche der Körper gedreht wird, bald sicher, bald 
unsicher sejn* Dasselbe giebt auch die den jedesma- 
ligen Zustand des Gleichgewichts bestimmende Function 

S =fq>^ +gx'' + Ayj'' — ZFxip — 26Vqp — 2ffq)x 

zu erkennen, die nach den verschiedenen Werthen, 
welche man den die Richtung der Axe bestimmenden 
Grössen % /, o// beilegt, während /\ 6r, •••A unverän- 
dert bleiben, im Allgemeinen bald positiv, bald negativ 
ist. Um uns darüber näher zu unterrichten, wollen wir 
diese Function zuvor auf eine einfachere Form bringen. 
— Es ist 



wenn man 

fy — €h() — H/, =f<f' setzt. Hiermit wird ^ 

WO zur Abkürzung 

G' - hf=g'y n^-Jg = Ä', ff+ GH== F' 
gesetzt sind. — Ferner ist 

Sey daher uooh 
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h'x+F'^ii = ^yl uud F'*—g'h'==f", w wird 

nnd es ist somit S durch Eiofübruug der1|^räoderlidi«i 
ff\ yl statt 9, x, als ein Aggregat von drei Quadraten 
dargestellt. 

Da nun nach der verschiedenen Lage der Drehangs- 
axe die Werthe von 9, /, 1//, und daher auch die von 
?'» li^ V^> ii^ allen möglichen Verhältnissen zu einander 
stehen können, so istiS immer positiv, und folglich das 
Gleichgewicht für jede Drehungsaxe sicher, wenn ^ — K 
und — f*' zugleich positiv sind. Dagegen ist S innmer 
negativ, und das Gleichgewicht für jede Axe unsicher, 
wenn f^ H^f" negativ sind. Das Gleichgewicht ist 
demnach für jede Axe von einerlei Beschaffenheit, wenn 
hl und f" negativ sind, und zwar ist es sicher oder un- 
sicher, nachdem y positiv oder negativ ist* 

§. 167. 

Auf analoge Art, wie g', h'^ ^>/*" aus fy...H 
abgeleitet worden sind, bilde man noch f\ 6^, H\ g'\ H\ 
so dass' überhaupt 

{S)f^F^-gh, {'k)F=Ff^6H, (7)r=F--g^ü^ 
(2) g-=0^-hf, {S)e=6g^HF, (9) ^'^cr^-hT, 

(3) /^=H^—fg, (6) H'=m-\-FOy (9) /*"=/r'»-/y. 

Substituirt man in 7) für g', X^ F iiire Wertke aiu 
2), 3), 4), so icommt: 

(10) /" = Ä/, wo 
R = 1^/+ O'g +H'A+ %FGH—fgh 

die lymmetrische Function Ton y, ...J7 ist, welche, 
= gesetzt, die Bedingung für das Yorhandenseyn 
einer Gleiobgewichtsaxe ansdrfiokt (§. 131.). 
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Eben so erhält man: 



(11) g"^Rg, (12) U'^Rh. 

Sind nun h' und J^'^ negativ (vor. §.), so ist nach 
(7) auch g negativ, und daraus, dass g\ K negativ 
sind, folgt nach (2) und (3), dass den^ g^ h einerlei 
Zeichen zukommen. Nach (10), (11), (12) müssen da- 
her auch ^\ h", mitj^' einerlei Zeichen, also das ne«- 
gative, haben, woraus wegen (8) oder (9) noch, folgt, 
dass eben so, wie g\ h\ auch^ negativ ist. 

Hiernach und wegen der Symmetrie in der Bildung 
der Grössen y^'...^' sohliessen wir: 

Wenn von den sechs Grössen f\ g\ K^ f\ g^\ hl' 
eine der drei erstem {%. B. h') und eine ihr nicht 
entsprechende der drei letztem {x.B.f") negativ 
sind^ so sind es auch die vier übrigen y und f^g^h 
haben einerlei Zeichen. Das Gleichgewicht ist als* 
darin bei jeder Verrückung des Körpers von einerlei 
Beschaff enheit i und zwar sicher oder unsicher ^ Je* 
nachdem da^ gemeinschaftliche Zeichen von fig^h 
das positive oder negative ist. 

§. 168. 

Znsatz. Zwischen den Grossen Fy ... ff und 
y^ ... h'^ finden noch einige andere bemerkenswerthe 
Relationen statt. Um sie zu erhalten, wollen wir za 
den Gleichungen {d) in §. 135. 

(d)\ H(p-gX'\^FxiJ^Dßy 
( G^J^Fx — h^p^Uy 

zurückkehren, welche a, /9,y durch 9, Xy "^ ausdrücken, 
und daraus umgekehrt 9, Xy^V^ durch a, /9, y auszu- 
drücken suchen. In der That folgt aus diesen Gleichun- 
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gen, wenn man sie, um y^ und \fß xu eliminiren, mit 
a, b^ c multipUoirt, bieraof addirt und xur Bestimmung 
von aibic 

aB—6g+cF=0y 
aG +6F—cA=0 setzt: 
(—af+6H+eG)ip = Diaa + 6ß+eY). 

Es fliesst aber aus den zwei ersten dieser Gleiohmigen: 

folglich wenn man diese Verhältnisswerthe von i^ 6, e 
in der dritten substituirt: 

Substituirt man sie in den zwei ersten selbst, so 
kommen die identischen Gleichungen: 

— Uf—gH' + F&=% — Gf + FH' ^ hG' =Q. 

und ähnliche identische Gleichungen erhält man bei der 
Elimination ron t^, <p und qp, x ^^^ (^)* 

Nun wird, vermöge {J), ff^GG'^HW^^ 
wenn a^ß^y null sind« Unter derselben Toraussetzung 
ist daher die Function yy^-{~-«-^ =0 gesetzt, das Re- 
sultat der Elimination von qp, /, t// aus (</), d. i. aus 
den Gleichungen (8) in §• 127. Sie muss daher, bis 
auf das Zeichen wenigstens, einerlei mit der in §. 131. 
(16) gefundenen und vorhin mit R bezeichneten symmetri- 
schen Function von F^.,.h sejn. In der That findet 
sie sich auch dem ZSeichen nach von R nicht verschie- 
den, also 

ff + GG + HET = Ä, und eben so wegen 

der Symmetrie 
gg^HH'^FF'^Ry 

hh' +FF' + G&^R. 
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Hiernach wird: 

i — fa + H'ß + G'y = Äy : />, und eben so kommt: 

nach Elimination von t//^ <p und von ^>y x aus (</). 

Diese Gleichungen lassen sieh aber aus den yori* 
gen (d) unmittelbar bilden^ wenn man a^ ß^ y mit (f^ Xy V^ 
gegenseitig vertauscht) jP, ...^ in F\ ... K und D in 
RzD verwandelt. Es muss daher auch seyn, indem 
man auf dieselbe Weise mit den ^Gleichungen (</^) ver- 
fährt und die eben so aus F^...h' gebildete Function, 
welche R von Fy...h war, =zRf setzt, also für RtD^ 
K i(Ri D) schreibt, und wenn F'\ . . . h" dieselben 
Functionen von F\...U, bedeuten, welche F\...A' 
von F^':.h sind: 

I G'if^^F'x—fi'^^BlDyxR. 

Wegen der Unabhängigkeit je zweier der drei 
Grössen q^^x^'^ ^on einander müssen nun die CoefBcien- 
ten derselben und der davon abhängigen a, ß^ y in den 
Gleichungen («f^^) in denselben Verhältnidsen zu einan- 
der stehen, als wie in (</), folglich: 

/":/= H'' : H^ O" : «? = etc. =R!:R. 

Durch Elimination von y* aus den zwei Gleichungen: 

E =//" + ffff' + ocr 

folgt aber: nff=A'ff' + rCT ^^ff". 

Es ist daher: 

Bf = R* mi /" =z Mf, etc. F' = MFy etc. 
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§. 169. 

WeDD die iu §• 167* zu Ende bemerkten BediDgun- 
gen nicht erfüllt werden, so kann S (§• 166.) nach der ver- 
schiedenen Annahme ron 9, /9 V/ bald positiv, bald nega- 
tiv, und folglich auch null werden. Alsdann bilden die 
durch die Gleichung iSi=0 bestimmten Axen, sobald 
sie durch einen und denselben Punkt, z. B. den An- 
fangspunkt der Coordinaten, gelegt werden, eine Kegel- 
fläche des zweiten Grades^ deren Spitze dieser Punkt ist, 
und deren Gleichung zwischen rechtwinkligen Coordinaten 
man erhält, wenn man in der Gleichung S=0 diese Coor- 
dinaten für die ihnen proportionalen 9, /, yj substituirt 

Indem wir nun jetzt, und so auch in den folgenden 
§§., nur die durch den Anfangspunkt der Coordinaten 
gehenden Axen in Betracht ziehen, — denn für je zwei 
einander parallele Axen ist das Gleichgewicht von einer- 
lei Beschaffenheit (f. 163.), — so ist für jede Aze, 
welche in die Fläche des Kegels selbst fällt; jS>=0, 
mithin Q = qo und das Gleichgewicht neutral (§. 165. r.). 
Für alle innerhalb des Kegels fallende Axen hat S 
einerlei Zeichen, und das entgegengesetzte für alle 
Axen, welche ausserhalb des Kegels liegen. Für die 
einen Axen ist folglich das Gleichgewicht sicher und 
für die andern unsicher. 

So werden demnach in dem allgemeinen Falle^ wo 
das Gleichgewicht bald sicher, bald unsicher ist, die 
Axen des einen von denen des andern durch eine Ke- 
gelfläche gesondert. Ob aber die innerhalb dieser 
Fläche liegenden Axen, oder ob die ausserhalb liegen- 
den es sind, denen das sichere Gleichgewicht zukommt^ 
lässt sich ohne weiteres nicht entscheiden. Denn be- 
hält man die Angriffspunkte und Intensitäten der Kräfte 
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bei, verändert aber ihre Richtungen in die entgegenge- 
setzten, als wodurch abermals Gleichgewicht entsteht, 
so gehen die Werthe von F^...h in die eben so grossen, 
entgegengesetzten über, mithin auch der Werth von 
iS» , als einer linearen Function dieser Grossen. Die 
Gleichung iS» = bleibt daher nngeändert, und folglich 
auch die Kegelfläche. Bei solchen Werthen von 9), /• t// 
aber, bei welchen jS> vorher einen positiven Werth hatte, 
erhält es jetzt einen negativen, und umgekehrt. Wenn 
folglich beim erstem Gleichgewichte den innerhalb des 
Kegels fallenden Axen Sicherheit zukam,' so gehört sie 
beim letztern den ausserhalb fallenden, und umgekehrt. 

f. 170. 
Die Function iS>, welche hinsichtlich 9, \;^, t/> vom 
zweiten Grade ist, und welche sich nach dem Yocigen 
im Allgemeinen als ein Aggregat dreier Quadrate dar- 
stellen lässt, kann in besondem Fällen auch schon in* 
zwei Quadrate auflösbar sejn. Alsdann muss auch die 
gleichgeltende Form 

wo die ganze rationale Function R statt des vorigen f \f 
geschrieben worden, in zwei Quadrate sich zerlegen 
lassen. Dieses ist aber wegen deir gegenseitigen Unab- 
hängigkeit von 9)'^, x'^, t//^ nicht anders möglich, als 
wenn einer der drei Coefficienten ^ — f^' »f^ RiK die- 
ser Quadrate null ist. Nun kann nicht der erste =0 
seyn, indem sonst der zweite = 00 würde, und eben 
so wenig kann es der zweite seyn, indem damit der 
dritte = oo würde. Mithin bleibt nur übrig, den dritten 
= zu setzen. Die. Bedingung, unter welobel* S als 
ein Aggregat zweier Quadrate ausgedrückt werden kann, 
ist demnach: 

21 
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A. h. das System muss eine Aze . des Gleiohgewiohti 
haben.' y 

Bei dem jetzt nur aus zwei Quadraten znsammea- 
gesetzten Ausdrucke tiir S 

sind nun drei Fälle zu unterscheiden^ nachdem näoilich 
die Coef&cienten der zwei Quadrate entweder 1) beide 
das positive^ oder 2) beide das negative , oder 3) ein- 
ander ^entgegengesetzte Zeichen haben. . 

Im ersten Falle ist f positiv und // negativ; und 
da, wegen 72 = 0, nach (10) uQd (il) m §. 167./'' 
. und g' nuU sind, folglich nach (7) und (8), F"'z=^gli 
und €f'^^=:^h!f* ist, so sind auch g und f negativ, und 
nach (2) und (3), h und g positiv. Alsdann ist fiitr jede 
Axe das Gleichgewicht sicher^ ausgenommen für die- 
jenige, für' welche (f und /=3 0, d. i. 

ßp^Hx-'ChiJ—Q und h'x+F''^^^ 

sind. Es ist aber die erste dieser zwei Gleichungen 
die erste der drei Bedingungsgleichungen (8) in |»'127., 
wenn die durch 9, /, ijj bestimmte Axe eine Gleichge- 
' wichtsaxe'ist; und die zweite, für welche man, weil 
jetzt Ä = 0, folglich Ä'"=^'Ä' + F'C^ = ist, auch 
6^/ — i7V==0 setzen kann, entspringt durch Elimina- 
tion von 9) aus der zweiten und dritten jener drei Glei- 
chungen. Die aus 9' = und/==:0 hervorgehenden 
Verhältnisse zwischen 9, x^ ^ gehören daher der Gleich- 
gewichtsaxe an, die dem Systeme gegenwärtig zukommt 
Wird aber die Gleichgewichtsaxe zur Axe der Drehung 
genommen^ so ist das Gleichgewicht dauernd. 

Im zweiten Falle sind f uud il zugleich neffativ^ 
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VI' 

womit siob auf äimliche Art, wie vorhin, auch g^ kyf^ g 
negativ finden. Das Gleiehgewicht ist dann für jede 
Axe unsicher, ausgenominen, wenn (p und x' zugleich 
= sind, d. i. für die fileiohgewiobtsaxe, wo das 
Gleichgewicht Dauer hat 

Wenn endlich drittens h' positiv ist, und daher, 
wegen O'^^^Hf und F^ =ä*'^% auch ]f und g^ po- 
sitiv sind, so lässt sich' S in zwei Faotoren auflösen: 

Setzt man jeden dieser Factoren für sich =0, 
drückt in ihm 9' und x durch 9, /, t^ aus und substi- 
tuirt Xyy^% für 9, /, t/^, so erhält man die Gleichungen 
zweier durch den Anfangspunkt der Coordinaten gehen- 
den Ebenen. Für die Durchschnittslinie derselben sind 
beide Factoren zugleich s=:0, also ^'sssO und ;i:'==0$ 
mithin ist diese Linie die Gleicbgewichtsaxe.^ 

Durch die zwei Ebenen wird nun der Raum in vier 
Thdle getheilt, welche paarweise einander gegenüber 
liegen, und ienachdem die Axe der Drehung in dem 
einen oder andern dieser Paare enthalten ist, ist das 
Gleichgewicht sicher oder unsicher. Für Axen, welche 
in eine der beiden Ebenen selbst fallen, ist das Gleich- 
gewicht neutral, ausgenommen für die mit der Durch- 
schnittslinie der Ebenen zusammenfallende Axe, für 
welche es Dauer hat. 

§. 171. 

Es ist jetzt der noch speciellere Fall zu untersuchen 
übrig, in welchem S sich auf ein einziges Quadrat re- 
ducirt. Dies geschieht aber bei dem im vor. §. bereits 
auf zwei Quadrate zurückgebrachten Ausdrucke fiir S 

2t • 
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nur daoii^ wenn, näohst der für jenen Ansdruck gel- 
tenden Gleiohdng /{ = 0, nooh h'=Q ist, woduroh 

wird. Mit /l = werden aber F^\ ... A^ zugleich =0, 
woraus, wenn noch A^ = 0, mittelst der Formeln 
in §. 167. und 168. leicht zu sohliessen, dass aueh 
F'y e\ H\ f, ^ null sind. Nach (4) in §. 167. ist als- 
dann y= — OHiFy und S erhält damit den symme- 
trischen Ausdruck: 



«=-/wzr(|+i+^)-. 



Gegenwärtig ist also das Gleichgewicht für alle 
Axen Ton einerlei Art, und zwar sicher oder unsicher^ 
nachdem das Product PGH negativ oder positiv ist, 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, nachdem f^g^h^ 
die jetzt einerlei Zeichen haben, positiv oder negativ 
sind. Doch machen hiervon diejenigen Axen eine Aus* 
nähme, für welche S=0 ist, und welche daher in der 
Ebene liegen, deren Gleichung 

ist. Denn nach §• 134. sind, unter den jetzt statt fin- 
denden Bedingungen F\ G'y£l'=s^Oy alle Axen dieser 
Ebene Axen des Gleichgewichts, und es ist mithin für 
jede derselben das Gleichgewicht von Dauer. 
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Zehntes Kapitel. 

Von den Maximis und Minijmis beim 

Gleichgewichte. 

§. 172. 

Das Gleiobgewicht zwischen mehrem auf einen frei 
beweglichen Körper wirkenden Kräften besitzt^ wie wir 
im vorigen Kapitel erkannt haben ^ die Eigenschaft, 
dass wenn der Körpibr um eine Axe, sey es nach der 
einen oder nach- der andern Seite, gedreht wird, wäh- 
rend die Kräfte Wut ihre Angriffspunkte mit parallel 
bleibenden Richtungen zu wirken fortfahren, die Kräfte 
beide Male den Körper entweder der Lage des Gleich- 
gewichts wieder zu nähern, oder beide Male ihn noch 
mehr von dieser Lage zu entfernen streben. Die Ana- 
logie dieser Eigenschaft des Gleichgewichts mit den 
Merkmalen der grössten und kleinsten Werthe einer ver- 
änderlichen Grösse fallt in die Augen. Denn hat man 
z. Be eine ebene Curve und geht darin, nach welcher 
Seite man' will, von dem Punkte aus, welchem die grosste 
Ordinate zugehört, so nähert man sich jedesmal der 
Abscissenlinie, entfernt sich aber von ihr, wenn man 
den Punkt, dessen Ordinate die kleinste ist, zum. An- 
fangspunkte wählt Es steht daher zu erwarten, dass 
auch beim Gleichgewichte eine gewisse Function der das 
System der Kräfte bestimmenden Grössen ein Maximum 
oder Minimum seyn werde, und dass, wenn diese Fun- 
ction beim sichern Gleichgewichte z. B. ein Maximum ist, 
sie beim uusichcrn als Minimum sich zeigen werde. 
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§. 173. 

In der Thal ist mooh sdioa beoitrkt wordeo (§. 
157. a.), dass boi dem Gleichgewichte, welches zwischen 
swei euiander gleidien und entgegengesetzten Kiilftea 
J^^ nnd P^ besteht, £e Linie A^A^^ welche die An- 
griffspunkte der Kräfte verbindet, eine solche LiSge 
hnben nrass, dnss sie, ancb der Richtung der Kräfte 
geschätzt, ihrea grosstaoglichea posUirsB oder aegnti- 
Tsa Werth hat Wird aäadich die RichiaBg tsb P^ fir 
dM positire geaeauaea^ ao aiass diehictaaek geachitrts 
Liaie A^A^, d. L A^A^ 4ios{A^A^''P^ heiai mA 
Gleichgewichte eia pesitires 



Es ist aber, wca a ia Besag aaf 

Coerfinateasystaa J*i,P2 wm4A^jA^ dareh {XgjT^jX^\ 
(^., ...) md (J^if**-)» (<^5> •••) aa^edrÄskt wcraeax 

A,A,.P,.eM{AiA.^P.) 

MitUa ist aacih £eser Aaadmek, weaa dM C sar di - 



wvtdea, dass dM gq^easeitige FairiiaaB^ die- 



= I i(jr, -X J • +(jr. -jr J- +(^. -z J | 




dMzweiKrÜle 
Ebcae dar x, jr, md wird dar Kiiper 



^.^z +^2^:^ +91 T^Ä +5- J*»^ 



Yon den and Bfaxfanis Minimii beim Gleichgöwlchto. '327 

welche beim Gleiobgawiohte ihren grössten oder klöin* 
sten Werth h^t* 

§. 174. 

So wie wir im vorigeo Kapitel nach den Kenazeioben 
fSr die Sioharbeit des Gleiohgewiobts eines nur aus 
zwei Kräften bestehenden Sjstfams die Sicherheit jedes 
andern Systems beurtbeilten, so können wir auch ge- 
genwärtig aus der aben gefundenen Function, welche 
beim Gleicbga«icbte zwischen zwei Kräften ein Maxi- 
mum oder Minimum ist, die enteprechende Function für 
jedes andere Sjcstem herleiten. 

Ist ein System yon Kräften in einer Ebene im 
Gleichgewichte» und bleibt es darin, auch wenn der 
Körper um eine auf der Ebene normale Axe gedreht 
wird, so ist S{a:X+yY) = (§. 122.). Diese Glei- 
chung wird aber nicht allein anfangs, sondern auch 
während der Drehung selbst zwischen den auf ein festes 
Axensjstem bezogenen und daher mit der Drehung sich 
ändernden Coordinaten der Angriffspunkte bestehen, 
da jede neue Lage, in welche das System dieser Punkte 
gegen die Kräfte versetzt wird, Gleichgewicht mit sich 
führt und daher als eine anfängliche betrachtet werden 
kann. 

Im Allgemeinen aber geht das aufangliche Gleich- 
gewicht verloren, und das System wird gleich wirkend 
mit zwei Kräften. JP| und jPg, welche nebst ihren An- 
griffspunkten ^^ und ^2 so zu bestimmen sind (§. 124.), 
dass sie anfangs einander ebenfalls das Gleichgewicht 
halten, und dass anfangs 

Ä;=Ä,, wo A^S(xX+yY) 
und *i=^,^,./'t«w,X,+yi Y^+x^X^+y. Y^(yor4.). 
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Die GleiohuDg ^ = ^1 hestdbt nan aas demselben 
Grande, wie vorbin, anch wäbrend der Drehvog, oder, 
allgemeiner aasgedrückt: wenn die Coordinaten sämmt- 
Ucber Angriffspnnkte 'so geändert werden, dass die 
gegenseitigen Entfemnngen dieser Punkte constant blei- 
ben. Denn das nene System, welches man erhält, wenn 
man zu dem vorigen die Kräfte P^ and Pj, nach ent- 
gegengesetzten Richtangen auf A^ and A^ wirkend, 
hinzufügt, dauert auch während der Drehung fort 

Da also unausgesetzt h=^hi ist 9 und da k^ beim 
sichern Gleichgewiehte von P^ mit P29 also anch beim 
sichern zwischen (X, F), {X\ Y^) , • • • ein Maximum, 
beim unsichem dagegen ein Minimum ist, so muss 
dasselbe auch von h gelten. 

Beim Oleichgewichte xwiMchen Kräften in einer 
Ebene ist demnach die Function 

^(jrX+yr) 
ein Miiximum oder Minimum ^ und *xwar ersteres 
beim sichern^ letzteres beim unsichem Gleichgewichte. 

f. 175. 

Auf ganz ähnliche Weise lässt sich auch bei &aem 
Systeme von Kräften im Räume eine Function ermitteln, 
die, wenn die^ Kräfte sich das Gleichgewicht halten, 
ein Maximum oder Minimum ist* Seyen P^ und P^ die 
beiden Kräfte, welche an den Punkten A^ und A^ 
angebracht, anfangs eben so, wie die Kräfte des Sy- 
stems, mit einander im Gleichgewichte sind und bei 
der nachherigen Drehung um eine durch 9),/, t// be- 
stimmte Axe mit dem Systeme gleichwirkend werden 
(f. 136. c), Kräfte also, die in den entgegengesetzten 
Richtungen zu dem Systeme hmzugefügt, ein System 
hervorbringen, welches bei der Drehung um dieselbe 
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Axe sein Gleichgewicht nicht verliert. Alsdann mnss 
sejn (f. 127. (8)): 

x2{xZ+j;X)= q>2yX+^SyZ, 
tpS{a:X+yY)=x^»Y + g>2%X, 

Gleichungen, in denen sich das Summenzeiohen ausser 
den Kräften des ursprünglichen Systems noch. auf die 
Kräfte — Pi und — P^ eratreclct, und d(e, weil das 
Gleichgewicht zwischen — P|, ~^2 ^°^ ^^^ Kräften 
des Systems fortdauert, nach demselben Schiasse, wie 
im vor. §., nicht allein bei den anfänglichen, sondern 
auch bei den durch die Drehung veränderten Werthen 
der Coordinaten ihre Gültigkeit haben. 

Man multiplicire nun diese drei Gleichangen resp. 
^1^ % X9 y^ und addire sie, so kommt mit der Berück- 
sichtigung, dass 

g)^arX+x''yTl + V^^^Z 
+X^{yZ+xY)+iijq> {xX+xZ)+g>x(^Y+yX) 
=(?>^+Xy+V«) {(pX+xY+xpZ) 
und dass 92^^2^^2«_| jg^. 

Sia:X+yY+xZ)=2[{(pa;+xy+VJx) iq>X+xY+yjZ)], 

eine Gleichung, welche eben so, wie die drei vorigen, 
nicht bloss für den Anfang, sondern auch bei der nach- 
herigen Drehung gilt. 

Nun bleiben 9), Xy ^ ^^^ ^i® Kräfte X, F, Z; etc. 
während der Drehung unverändert. Eben so bleiben 
es auch die rechtwinkligen Projectionen der Angriffs^ 
punkte auf die Drehungsaxe, als die Mittelpunkte der 
von den Angriffspunkten um die Axe beschriebenen 
Kreise; mithin ändern sich auch nicht die Projectionen 
der vom Anfangspunkte der Coordinaten bis zu den 
Angriffspunkten gezogenen geraden Linien auf dieselbe 
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Axe, and diese Projectionen sind =ipx+xy + y/Xy ete. 
lo Folge del- zuletzt erhaltenen Gleicbong bleibt daber 
auch die Samme S{xX+...) oonstant« Es ist aber 
diese Summe, wenn wir das Summenzeichen die Kräfte 
des ursprünglichen^ Systems allein umfassen lassen, 

und sie eriiält somit die Form einer Differenz« Die 
zwei diese constante Differenz bildenden Summen müssen 
daher gleichzeitig ihre grössten und kleinsten Wertbe 
erreichen« 

Nun hat die Summe jr|J!Ci + «*« + ^2'2^2 ihren gross« 
ten positiven Wertli beim sichern Gleichgewichte, und 
ihren grössten, dem positiven absolut gleichen, negativen 
Werth beim unsichern Gleichgewichte zwischen P^ und/*, 
(§« 173.), folglich auch zwischen den Kräften des Systems« 

Mithin ist auch die Summe 

2{xX+yT+xZ) 
6eim^ sichern Gleichgewichte zwischen den Kräften 
des Systems ein Maximum und beim unsichern ein 
Minimum. 

f « 176. 

Auf noch kürzere Weise kann man zu diesem R^ 
sultate gelangen, wenn man die in f. 174. erhaltene 
Formel für das Maximum oder Minimum beim Gleich» 
gewichte eines in einer Ebene enthaltenen Systems zu 
Hülfe nimmt Sind nämlich die auf die Punkte (^^y, %)^ 
etc. wirkenden Kräfte {X, F, Z), etc« im Gleidigewidite, 
so. sind es auch die Projectionen derselben auf die 
Ebene der Xy y, d« \. die auf die Punkte (x^ y, 0), etc. 
i^irkenden Kräfte (X, F,0), etc. (§• 68.), und es ist, 
wenn man den Körper um eine auf dieser Eibene nor> 
male, d. 1. mit der Axe der « parallele, Axe dreht. 
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die Functioii 2{xX+yY) em Masdtnuin I^eim sichern 
und- ein Minimum beim unsichero Gleichgewichte der 
Kräfte (Xy y, 0) etc., folglich auch der Kräfte (X, F, Z) 
eto» (f. 164.)« ^^ ferner bei dieser Drehung die Coor» 
dinaten x, etc., mithin auch die Summe S»Zy ungeän- 
dert bleibeui so ist unter denselben Bedingungen auch 
S(xX+yY+%Z) ein Muimum oder Minimum. Es 
ist aber diese Summe, mrenn wir die Kräfte mit P, etCk 
ihre Angriffspunkte mit Jf, etc. und den Anfangspunkt 
der Coordinaten mit bezeichnen, z;s;:20A*Pco^{OA^P)^ 
und didier unabhängig von dem durch O gelegten Sy- 
steme der Coordinatenaxen, aJflo ein Maximum oder 
Minimum, aiioh wenn der Körper um eine andere, mit 
der Axe der % nicht parallele Axe gedreht wird. 



Zusatz. Trifft ein von O anf die Richtung von P 
gefälltes Perpendikel dieselbe in M (Fig. 47.), so ist 
MA sae Oui 009 (O^A^P) j uud die vorige Summe wird 
TszSMA.P. Wird hierauf der Korper verrückt, und 
geht damit A nach A, fort^ und ist M, der Fusspunkt 
des ven auf die nunmehrige Richtung von P gefidl^ 
ten Perpendikels, so verwandelt sich die Summe in 
2M,Af.P. Weil aber die Richtungen von P in der 
ersten und zweiten Lage des Körpers ekiander parallel 
sind, so ist OMMf eine auf der Richtung von P nor- 
male Ebene« Die Summe, welche beim Gleichgewichte 
ein Grösstes oder Kleinstes ist, wird daher auch er« 
halten, wenn man durch einen unbeweglichen Punkt O 
Fbenen legt, welche die Richtungen der KräftiD recht- 
winklig schneiden, hierauf jede Kraft in den Theil 
ihrer Richtung vom Durchschnitte ^der letztern mit der 
auf ihr normalen Ebene bis zum Angriffspunkte d^er 
Kraft multiplicürt und diese Producte addirt« 
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Weil die Richtangen der Kräfte sich parallel blei- 
beD^ 80 sind die dureh O gelegten Ebenen eben so, 
wie O selbst, unbeweglioh. Man siebt aber leicbt, dass 
man statt der in O sich gemeinsohaftlich sohneidenden 
Ebenen irgend andere nnbewegliche, auf den Richtan- 
gen der Kräfte normale Ebenen setzen kann. Denn 
wird die Richtung von P von einer auf ihr normalen 
und nicht durch O gehenden Ebene in N geschnitten, 
so ist der Unterschied MA.P—NA.P=:MN.P^ also 
constant, weil es sowohl P^ als der gegenseitige Ab- 
stand MN der beiden unbeweglichen Ebenen ist. Mit- 
hin ist auch der Unterschied der Summen 2MA.P und 
SNA.P constant, und daher die eine mit der andern 
gleichzeitig ein Grösstes oder Kleinstes; also: 

Halten sich mehrere auf einen frei bewegliehen 
Körper wirkende Kräfte das Gfleichgewichty und denkt 
man sich die Richtung Jeder Kraß von einer urtSe- 
weglichen Ebene normal geschnittsfi und Jlsultiplicirt 
jede Kraft in den Theil ihrer Bdchtung vom Durch- 
schnitte der auf ihr normalen Ebene bis xu ihrem 
Angriffspunkte^ so isty wenn der Körper uns eine 
beliebige Axe^ sey es nach der eitten^ oder nach der 
andern Seite^ gedreht wird, die damit sich ändernde 
Summe jener Producte beim anfänglichen Oleichge^ 
Wichte selbst ein Maximum oder ein Minimum'^ und 
xwar erster es ^ wenn das Oleichgewicht in Bexug 
auf diese Drehung sicher^ letxteresy wenn es un- 
sicher ist. 
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Das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten. 

f 177. 
Jede Yerriickung eines Körpers kann in eine Axen- 
drehung und in eine parallele Fortbewegung zerlegt 
werden» Sind nun die auf einen Körper wirkenden 
Kräfte im Gleichgewichte, und wird der Körper um 
eine Axe gedreht, so ist, wie eben gezeigt worden, 
die Summe 2{j:X+yY+x2!) für die Lage im Gleich- 
gewichte selbst ein Maximum oder Minimum. Wird 
aber der Körper parallel mit sich fortbewegt, und nimmt 
alsdann der Punkt, welcher anfangs mit dem Anfangs- 
punkte der Coordinaten zusammenfiel, den. Ort (a, ^, c) 
ein, so wird die gedachte Summe = 2 {(ar + a) X 
+ iy + 6) Y+{x + c)Z) = 2{j:X + yY + xiZ), wegen 
SX^ 2Ty 2Z=0 (f. 66.), und bleibt daher ungeändert. 
Deshalb und zufolge der bekannten Natur derGrössten 
und Kleinsten wird daher die Summe überhaupt sich 
nicht ändern, wenn der Körper aus der Lage des Gleich- 
gewichts um ein unendlich Weniges auf irgend eine 
Weise verrückt wird, d. h. es wird 

2{Xdar + Ydy + Zdx) = 

seyn , wofern nur die Differentiale dar^ dy^ dx^ dx\ etc. 
so genommen werden, dass die gegenseitigen Entfer- 
nungen der Punkte (x^ y, ss), (^, y\ x% etc. unverän» 
dert bleiben. 

Es ist aber Xda: + Ydy -}- Zdx = dem Product aus 
der Kraft (X, T, Z) in den auf ihre Richtung projicir- 
ten Weg, den ihr Angriffspunkt {x^ y, x) bei der unend« 
lieh kleinen Yerrückung des Körpers genommen hat; 
und wir können daher auch sagen: 

lit ein System von Kräften ^ welcite auf einen 
frei beweglichen Korper wirken^ im Gleichgewichte^ 
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und Vfird der Korper um ein wendlich Wendet 
verrückt^ so isi die Summe der Produete aus jeder 
Kraft in den nach ihrer RichUmg geschätxien ff^eg 
ihres Angriffsfnmktes jederxeis null. 

Die bei einem sich bewegenden Körper in einem 
nneDdlich kleinen Zeittheile dorehlanfenen Wege seiner 
Ponkte sind den alsdann stattfindenden Gesohwindigkeiten 
der Punkte proportionaL Diese Wege, geschätzt nach 
den Richtungen der Kräfte, welche an den die Wege 
beschreibenden Punkten angebracht sind, nennt man 
daher die virtuellen Gesohwindigkeiten der 
Punkte; und der Sat^ welcher aussagt, dass die Summe 
der in die virtuellen Geschwindigkeiten ihrer Angriffs- 
punkte mnltiplicirten Kräfte beim Gleichgewichte null 
ist, heisst hiernach das Princip der virtuellen 
Geschwindigkeiten. 

%. 178. 

Die Reihe der Schlüsse, durch welche wir uns 
nach und nach zu diesem Princip erhoben haben, ist 
ziemlich zusammengesetzt. Da nun gleichwohl die Ein- 
fachheit des Princips einen derselben angemessenen 
Beweis wiinschenswerth macht, und es auch an sich 
interessant ist, zu sehen, wie das Princip in den ein- 
fachsten^ Fällen sich bestätigt, so will ich noch folgen- 
den möglichst kurzen und auf den ersten Gründen der 
Statik beruhenden Beweis desselben hinzufügen. 

1) Seyen Pnnd P' (Fig. 48.) zwei sich ilas Gleich- 
gewicht haltende Kräfte, A und A' ihre Angriffs, 
punkte, welche durch eine unendlich kleine Verrüokung 
nach B und B^ kommen, so dass B dem A und B^ 
dem A' unendlich nahe liegt, und BR=sAAf ist. Die 
Projection^n von B und R auf AA' seyen C und Cy 
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so ist wegen des unendlioh kleinen Winkels von BJff 
mit jiA\ Ca^BBrt=.AA\ folglich AC = A'a. 
" Wegen des Gleichgewichts sind aber die Kräfte Pund P 
einander gleich, und ihre Richtungen in der Linie AA' 
einander direct entgegengesetzt, also AC und A'C die 
virtuellen Geschwindigkeiien ihrer Angriffspunkte. Nimmt 
man daher jede Kraft positiv, und die virtuellen Ge- 
schwihdigkeiten positiv oder negativ, nachdem sie mit 
den ihnen zugehörigen Kräften einerlei oder entge- 
gengesetzte Richtungen haben, so ist 

P.AC^P'A'C^^ 
und somit das Princip für den einfachsten Fall bewiesen. 

2) Scyen P, P\ P",... (Fig. 49.) mehrere auf 
denselben Punkt A eines Körpers wirkende und sich 
das Gleichgewicht haltende Kräfte. Durch eine Ver« 
rückung des Körpers komme A nach i?, und die Pro- 
jectionen von B auf die anfänglichen Richtungen der 
Kräfte seyen C, C, C\ . . . , also AC^ AC^ AC\ . . . 
die virtuellen Geschwindigkeiten von A. Wegen des 
Gleichgewichts ist nun die Summe der Projectionen der 
Kräfte auf die durch Ann AB zu legende Gerade ==0, 
wie ganz einfach aus dem Parallelepipedum der Kräfte 
fliesst (§. 67. 2.). Es ist daher Pcos 9)+/'' cos 9' -{-••• 
= 0, wenn 9), (p\ ••• die von P, JP,... mit AB gebil- 
deten Winkel bezeichnen. Zugleich ist aber cos 9 = 

-jT^, cos 9'= -TO, etc. 5 folglich auch hier: 

P.AC + P'.AC + P'^AC + ... ^Q. 

3) Treffen sich die Richtungeu delr sich das Gleich- 
gewicht haltenden Kräfte PjP\... in einem Punkte ^, 
wirken sie aber nicht unmittelbar auf diesen Punkt, 
sondern auf beliebige andere Punkte ihrer Richtungen, 
so bringe man in A die resp. den Kräf^jn P, J^, ... 




I 
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gleichen und direet entgegengesetzten Kräfte QyQ\*.» 
an, so dass Q mit /^, ^ mit P'^ etc. nnd Qy Q^^ ..• 
untereinander, eben so wie Pj P\.m unteremander, im 
Gleichgewicbfte sind* YerrüoiLen vir nun den Körper 
um ein unendlich Weniges und bezeichnen dabei die 
virtuelle Geschwindigkeit des Angriffspunktes einer Kraft 
mit dem Buchstaben aus dem kleinen Alphabete , wel- 
cher dem grossen Buchstaben entspricht, womit die 
Kraft ausgedrückt ist, so haben wir 
nach 1): Pp+Qf=Oy iPy+e'/=0, etc. 
und nach 2): Qf+fff^+...=^0^ 
folglich wiederum: Pp+P'p+P'y'+...=0. 

4) Aus letzterer Gleichung folgt: P'p^+P^p"-i-..B 
= — Ppj d. h*: Bei mehreren nach einem Punkte 
gerichteten und sich nicht das Gleichgewicht haltenden 
Kräften ist die Summe der in die virtuellen Geschwin- 
digkeiten ihrer Angriffspunkte multiplicirten Kräfte 
gleich dem Producte aus der Resultante in die virtuelle 
Geschwindigkeit ihres Angriffspunktes. 

5) Bei drei Kräften, welche im Gleichgewichte und 
einander nicht parallel sind, muss nach 3) das Princip 
der virtuellen Geschwindigkeiten immer Gültigkeit ha^ 
ben, weil dann die Richtungen der Kräfte sich immer 
in einem Punkte begegnen« 

6) Sind drei sich das Gleichgewicht haltende Kräfte 
P, Qj R einander parallel, so zerlege man die eine 
derselben, P^ in der Ebene, worin sie alle drei ent- 
halten sejn müssen, in zwei andere S und T, welche 
nicht mit einander, folglich auch nicht mit Py Q, Ry 
parallel sind. Ton Q und S sey die Resultante {7, 
und vou R und T sey die Resulsante V^ so halten 
sich {/und i^ das Gleichgewicht, und es ist nach 4) und 
5) mit Anwendung der in 3) gewählten Bezeiohnungsart : 
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.: J'p=,S*+ Tt» ^+S*=r Um, J!tr+ 7V= Fv 
und nach 1) Uu+Fvi=sOf 
mitbin, wenn man diese vier GIeiebaDg|Bn addirt: 

das Prinoip ist folglioh aaoh in diesem Falle gültig. 

7) Betracfateü wir jetzt ganz aHgrasein ein Syiitem 
von Kräften "iP,</^, /^V««*) die, anf beliebige Punkte 
^, jt!^ j^\..^ eines frei bewegüdien Körpers wirlc^nd, 
im Gleichgewichte sind. Sey^i Fy O^ H ii^end drei 
andere Punkte des Körpers, wetebe aioht in eiüer Ge- 
raden liegen.' Yermittelst des PandldlepipodBms der 
Kräfte serleg(A man die Kraft jP naoli dea Richtungen 
AF^ AO^ AHvDL drei «adece Q^Jt^ Si ehmk so die 
Kraft P" nach den Riebtangen A'F^ A'O^ jtH in die 
Kräfte ÜÜ^Bf^S^i die Kraft J»'' naeb ArF,A!'G^A''B 
in die Kräfte 0!% R\ S'\ u. s. w. Bfan setze hierauf 
die nach.^ geariohteteii Kräfte^, ^^ ft%*** zu einer 
einzigen Ij^i zusammen; auf gleielievArt bestimm^ man 
von den n^di < & gerichtetea fpräften R^ Itf^... die 
Resultante Ä|, und von den naghi? gerichteten SjS%,^. 
die Resultante ßi^ Iffiermit it das. ganze System auf 
die drei Kräfte (0., M.. S, r^ducirt, welche sich da- 
Jber ebeij^fi^ a^ Gleichgewicht halten müssen.. .Wird 
nun der J^orpejr um ein unendUcii Weniges verrückt^ 
89 Jiaben wir nach 4) die Gleichungen: 

ij^==öy-fj«r.4 /^;>'=ö'/M-Ä'r'+iSr/, etc. 

und/ nach 5), oder 6), nachdem die Kräfte Q^yM^yS^ 
ii/kiifk einem Bonkte treflFen, oder einander paralfel sind : 

22 



• > 
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dikidar^ wenn «e zugleioh aiit T in einer Ebene liegt 
Bei der Drdmng om jede i andere dnroh S^ gebende 
Axe maobt ^der Weg von * Tq mit T emen sehiefen 
Winicely ini4 es ist daher nidit ^ = 0^ also anoh nioht 
Ss+ 7V=t=(K:— Wird dnreb So und T keine Ebene 
bestinnnt) liegt also S^ in T^ so lassen sidi S und T 
auf eine einsige Kraft rednoiren, yrsM gegen die Voiw 
anssetzang' streitet 

Da also.veder ür nooh :iS>tf-|*^ stets ss=0 seyn 
kfinnen, wie doeb,. wenn zudscbmi Py I^y ... kein Oleioh^ 
gewiobt bestände, erfbrderliob wäre^ so müssen jP,P^,,«, 
im CUieiebgewiohte seyn. 

f 180. 

•• .Audi bei jede^ ^steme mehrerer auf irgend eine 
Art mit einander verbundener Körper, auf welehe Krftfte 
wirken, l&Bst; sidi, wie wir späterhin sehen werden, 
darthun, daas,. wenn die Kr&fte sieh das Gleiohgewidit 
halten, bri jeder möglichen Verrucknng des SjiAempi 
die Samme deat Ejräfte, multipUeirt ia. die virtuellav 
Geschwindigkeiten ihrer Angriffspunkte, Diull ist, und 
dass umgekehrt, wenn, diese Sottime bei jeder .Verir 
rfickung, Wislcbe die Verbindung idee Körper, zuläast, 
sich null findet, Gleichgewicht herrscht Das Pmndp 
der virtuellen Geschwindigkeiten in seiner umgekehrten 
Form schliesst daher die Bedingungen des Gleichge- 
wiahts für jeden mögliohea Fall in sich, und . es missen * 
sieh dnrdi dasselbe ohne «weiter^ Zuhfilfenahme vo^ 
Sitzen der Stetik alle Aufgaben dieser Wfasensdiaft 
in Rechnung setzen und lösen lassen. -. y... 

Johann 'Bernonlli scheint der erste gewesen s^u 
sejn, welcher das in Rede stehende Princip in seiner 
grossen Allgemeinheit anfgefasst und seinen Nutzen für 

J2» 
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die Statik erkannt hat Wie aber dLaeselbe mr Liöaaag 
statisdier Aufgaben wirklieh aagewendel werden kann, 
nnd wie rieh aoe ihn ahalytisdie Formehi hmrleiteli 
lassen^ weldie die Lösaagen aller das Caeiehgewiciil 
betreffenden Probleme in lieh finden, dies hat zuerat 
L agraage geingt*) Sein YerfaUwn besteht imm 
Weeentliohen naoh in Felgendm: 

Bei jeder Aafgab6 der Statik sind gewisse Bedin- 
gongen gegeben ^ denen die Angriffspunkte -der Kräfte 
bei jeder niögliohenYerriioknngderiCoifea,'>aaf welche 
die Kräfte wirken , unterworfen sind. IMase Bedingun- 
gen lassen sich immer durch eine gewisse jAnsahl Ton 
Gleichungen zwischen den Coordinaten der Angriffs- 
punkte ausdrficken* Man ffifferentüre diese Gleichungen, 
wenn sie anders moht schon ihrer BiaCar naeh Differen- 
tialgleidumgen sind^ und eüminire daiifl|:»aas dUr das 
PruKHp ansdröckenden €4eiohung-2(Jßi{r-f }%^£h6^ 
ssO so vMe Differentiale, als mdgliel^ ond VrerwaaiMe 
uf fiese Weise die Gleichnng in ^eine Ml^^^ wddbe 
bleto von einander vaabhängige DiJfeMbtiale ^eartfiMiL 
Setzt nan^abdaan, wte gehO^, den OMJffieiettlen |edee 
dieser Differentiale für sieh*iit:0, %tf hat ^ain eben da- 
durch die snm Gleicbgewlclfte nMügea •Bedingungen 
gefunden«*: 



!•- * 






f. 181. 

Zar Erläuterung fieser. Methode wollen w» daasit 
fie sdbon.aus f « 66« bekannten Bedingungen des Gleioh- 
gewiohts für einen einzigen frei bewegüehen Kdi^^ 
herzuleiten suchen. 

Ausser dein rechtwinkligen Coorfinatensjsteme, 



**) Lac^ritoge Mäcasiqiie analytiqne^ Sectibtt I. 
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dessen Axen eine unveränderliche Lage im Räume 
haben 9 und rücksichtlich dessen die Kräfte und ihre 
Angrifibpunkte durch (X, Y^ Z) etc. und (scy y, %) etc« 
bezeichnet werden, bezidie. man jeden Angriffipunkt 
nodi auf ein^ zweites Coordinatens jstem , dessen sich 
gleJchfaUs unter rechten Winkehi schneidende Axen 
mit dem Körper fest verbunden sind. Rücksiehtlich 
dieses zweiten Systems seyen die AngriflEspunkte: 
(•^19 yi9 ^i) <rt^« Sey ferner {0, bj c) d^r Anfangs- 
punkt des 'Z#^en Systems- in Bezug auf das erste 
und a^ ßiY»^j^^»j ^ie infi» 127«, die Cosinus ^er 
Winkel, welebe die Axen des einen Systems mit denen 
des andern machen, so ist: 

u. s« w. Bieriil sind, der. I^atur des f^ten Körpers 
gemäss, ^irS^r^ir etc. eönstant; dagegen sind €!,£, 0, 
a, /?, ..»^^v'iuid^^daiplt.jr, j^.» bcü der Bewegung des 
Körpers f«iin^lieh» •DÜflEsrettt&t nian daher diese 
GIdchung«!, s0 kommt t 

dx ±±de + Sidy^fidy^ +Xia/'-, 

und somit lassen' sieb die virtttellen Geschwindigkeiten 
der Angriffspunkte , wie viet ihrer auch seyn mögen, 
durch die 12 ^Differentiale ^dai Mj dSer, €fo, :«.djf^ aus- 
drucken. ' • ; 

Es sind aber vermöge der Gleichungen (^, oder 
(ü), und {€) in f. 137. von den 9 Cosinussen cs;«»/^ 
und mithin^ auch, von ihren Differentialen, nur 3 von 
einander unabhängig. Um dieses zu beräcksichtigen 
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und um zogleiob die deshalb nöthige Rechnang mög- 
lichst zu Tereiofachen, wollen wir die Axen der ^19^19X1 
mit denen der x^y^ % anfänglich zasammenfollen lassen 
und daher die anfänglichen Werthe von a, b^ c^ . a% oT^ 
f^\ßy y>/=0 und von ayß^jy*:=st setzen.« Differen- 
türen wir nun die Gleichungen {A) und (C) und setzen 
alsdann für a, • • . /' die bemerkten Werthe 1 uo fin- 
det sich: 

da=% d/r=Oy d/'x^Oj 

und es kommt, wenn wir damit dß^'j dy^ da\ daty dß^j dy' 
aus (a) eliminuren und mehrerer Synmietrie willen 
dpy dqj dr für d/^ doTj dß schreiben: 

Idx zsz da '^ ydr 'J^ xdfj 
4y zssidb — x^ + xdr^ 
d» ^ss dc'^ xdq +ydjpj 

wo nodi a^, yj X &a x^^ y^j %i gesetzt sind, da unter 
der gemachten Annahme anfänglich x^ =sXj etc. ist. 
Hit .diesen Werthen für dx^ ffyj d% wird nun: 
(e) Xdx+Ydy+Zdx:=siXda'\^YdbJ^Zde 

'\^{yZ'^»Y)dp+{xX'-xZ)dg+{xY^yX)dr. 

Bilden wir me ähnliche Gleichung für jede andere 
Kraft des Systems und summiren dann alle diese Glei- 
chungen, so kommt, weil nach dem Princip der virtuellen 
Geschwindigkeiten beim Gleichgewichte J?(J[i/:r+...)=:0 
is(^ und weil da^ dby dcy dp^ dg^ dr nicht von einander 
pnd bloss von der wiUkührlichen Bewegung des Körpers 
abhängen, mithin für alle Kräfte einerlei Werthe haben : 

sx=% 5r=o, 2^=0, 

2(yZ— »r)=0, 2(«JC— ar2)«0, 2{xli—yX)^Q, 

»■ 

welches die gesuchten Bedingungen für das Gleichge- 
wicht sind. 
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ft. 182. 

Zu d|er beuii<9l0i9bgeiriohte statt findenden GleiohuDg^ 
zwjaeben ^en lirtuellen Geschwindigkeiten 2{Xdx+..^ 
=3s0 gelangten vir in f. 177. doroh die Betrachtung^ 
dass die Function S{Xx+...) beim Gleichgewichte ein 
Maximum oder Minimum seyn müsse. Da wir uns hier- 
auf (§§• 17& 179.) Ton der Riqhtigk^it dieser Gleichung 
noch auf fmdere Weise überzeugt^ haben , so können 

wir aus ihr nach der Theorie der Grössten und P^lein« 

■- ' . . • .1 

sten jetzt umgekejhrt schliessen, dass die Function 
JS(JE>-|— ••) beim Gleichgewichte ihren grössten oder 
kleinsten Wärtlk erreicht, und zwar erstem, wenn das 
zweite Differential JS(Xt/^^ -{"•••) negativ, letzteren^ 
wenn es positiv ist. Es giebt aber die Diffierentiation 
der Gleichung (c): 

' Xd^x + ...^Xd^a + ... + {yZ — xY)d^p + ... 

+ lzdy—Ydk) dp +... 

Setzen wir hierin för da^y dy^ d% ihre Werthe aus 
{b)y Summiren dann, erwägen, dass beim Gleichgewichte 
2'jr, etc. und 2 {yZ — xY) etc. null sind, und gebrau- 
chen endlich die in §• 127. ffir ^yZ^sSxYy etc. und 
für 2 {yY + xZ) y eie. eingeführten Bezeichnungen 
jP, Gy jff\md/l gy hy so ergiebt sich: 
{d)':S\Xd^x + r..)=z—fdp^—gdg^—hdr^ 

'J^iFdqdr^20dr(fyf'^2Hdpdg. 

Nun ist nach den Gleichungen (b) fdr alle Punkte 
der durch den Anfangspunkt der Coordinaten gehenden 
Geraden, welcher die Gleichungen 

^, ^ dg dr 

^ ~ F" »^ 
zukommen, und weldie wir / nennen wollen, dx^a^doy 
dyzszdby dx z=:dc. Alle Punkte dieser Geraden / be- 
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wegen sich daher bei der YerniokuDg des Körpers um 
gleiche Theile nach parallelen Richtangen fort> so 
dass^ wenn man den ganzen Körper an dieser parallelen 
Bewegung der / theilnehmen lässt, er dann nur nnch 
um einen gewissen Winkel um / gedreht werden musa, 
um ans seiner anfänglichen in die neue durch dm^ dby de^ 
dp^ dqydr bestimmte Lage zu gelangen. YergL §• 190. 
Setzen wir nun 

dpz=^qid9y dg=sx^y dr:=i%pdsy ^ 
und Ä^ =2^^ +df* + dr^y also g>^ +x^+9^ = U 

so sind, den Gleichungen für / zufolge ^ VjX»"^. di® 
Cosinus der Winkel der Drehungsaxe / qiit dfp Axen 
der Xyjf^Zy haben also dieselbe Bedeutung j wie oben 
(§• I28.)9 tmd es ist vermöge der Gleichung {d)y nach- 
dem wir darin für dpy dg^ dr ihre jetzigen Werthe sub- 
stituirt haben, die Summe 2(Xr + **0^^ Maximum 
oder ein Minimum , jenachdem die Function 

positiv oder negativ ist; — Übereinstimmend mit den 
bereits im Vorigen erhaltenen Resultaten, dass, jenach- 
dem diese Function einen positiven oder negativen 
W^eirth hat, das Gleichgewicht sicher oder unsicher ist, 
und dass beim sichern Gleichgewichte die Sunnoe 
2 (£r -)-.••) ein Grösstes, beim unsichem ein Klein* 
stes ist 

§• 183. 

Zusätze, a. Wird der KSrper nur gedrehtVünd 
dieses um die durdi dea Anfangd|mnkt O der Coordi- 
naten gehende Axe /, nicht aber zugleich parallel mit 
sich fortgerückt, so sind duy db^ dbsss(^ und die Glei- 
chungeQ (^) werden 
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' Aiim miiLitf*d{e <dnädrate'il^rf^6t(ieo, naphdeiri maa 
ä ' uintdD 9 ä!^)' • • . Irar ^y • «V gesem tiäj^, so' erg^eM siol^: 

=(rA8iiir"/)% , , 

', .,•'•■'1».' '• » •« "'"'"V 

wenn mav. Moh 4\b von 0* bis zum Punl^U (<fv^ y , ^) 
geführte iGrefpLAp^ r nennt JEs ist aber r pnn #^''/ dim 
von (Ar, y, ^) auf,, die durqh O gehende Ax0 l gefüllte. 
Perpendikel, und ^(dx^+dy^+dx^) der von («r, y, x) 
bei der Drehung beschriebene Weg, - Da, nun dieser 
Weg der Natnr der Saohe naoh auf jenem PerpeadÜcel 
und der Drehuagsaze normal ist, so i»t ds^cf^Hißj;^ 4**«*)^ 
vwhr'^l^=^ dam unendlich kleineii Winkel fielbisit, um 
welchen der KSrper gedrfibt worden« 

:4. Gl&llt die Aze der Drehuw ^^^ dapr^ AM;deiPr4^ 
zusammen^ M werden 9^==^iy p^^sO, /^ =3» 0^ folglich 
dpz^d*is^ dem Drehungswinkel, und dq^dr^s^Q: Weiia 
daher der Körper, um die Aza der jf um eiaea.Winkal 
=$3fl^ gedreht .wird, so sind nach {b*) die .aa;dh den 
Coordi&alena^ea gßschätzten Verriickungen des Punktes 

|{23 3X3 0, lit|f SS -^ «d^5 «b 3SSy ^. ; 

Auf gliche Weise finden «leb diese YerrBckungen 
bei' einer Drehung um die Axe dier y um eiden Wiii-. 
keX^dfx ' 

■ . • I • < ^^ . . . ■ 

und eben so bei einer Drehung um die ^ze^df«; jüs um 

einen Winkel 'X= dr: 

Würd'fölgltoh der KSi^el^ nach tmd'iilMdi iim die 



■ 

Azao. d^r x^ y, %^ fwp. um die Wmkü 4^> nij^y <<r gck 
dreht, so md ^ Da44]i ..d|» . Rim<4|^e^ 
redmimg die dttdoiioli bemritteii Yerräekimgai den 
Punktes (x, jf, x) £e Sommeii der eben gefimdenen, d. i. 

di^zstidq — ydr\ ^'ss: xdr — x^j eto., 
also dieselben, wie in {ß*)j d. b. die drei Drehungen 
dpj d^y dr nm die Axen der x, y, % sind gleichwirkend 
mit einer einsigen ' Drehnng d$=^if\dp^ +v(^^ +^^) 
nm eine durch O gehende Axe /, wel<Ae mit jenen 
Axen Winkel madit, deren Cosinus sidi wie ^^ dy^ dr 
Tcrhalten. 

Dnendlidi kleine Drehungen nm drei sich unter 
rechten Winkeln in einem Punkte schneidende Axen 
lassen sidi daher ganz auf dieselbe Wase, wie Kräfte, 
SU einer einzigen Drehung zusammensetzen, indem man 
nämlich den Axen und Winkeln der Drehungen die 
Riditnngen und Intensitäten der Kräfte entsprechen lässt. 

e. Diese merkwürdige Analogie zwischen Drehnn- 
gen :und Kräften dehnt sich aber noch viel weiter ans« 
Denn so wie Kräfte, deren Richtungen in eine und die- 
selbe CSerade fallen, gleiche Wirkung mit einer einzi- 
gen nach dersdben Geraden gmehteten Kraft haben^ 
welche der algebraischen Summe der Kräfte gleich ist, 
oder sich das Gfleichgemcfat halten, wenn ihre Summe 
iiall ist, so sind auch Drehungen um eine und dieselbe 
Axe . gleichwirkend mit einer ihrer SonMUe gleichüm 
Drehung nm die nämHche Axe, oder sie lassen 
den Korper unverruckt, wenn ihre Summe null ist 
Da nun mii Hülfe des rechtwinkligen Parallelepipedums 
der &äfte und des Satzes von Kräften, deren Rich- 
tungen in dieselbe Gerade fidlen, sich alle Zusammen- 
setzungen und Zerlegnngoi von Kräftra, die auf einen 
lUid d^Dfü^iien Ppnkt gelichtet sind,] anaföhren lassen, 
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ttnA da diireh paefteada- Yerbiadung dieser Operationaü 
j^^ System von Kräften überhaupt^ wenn es nioht im 
Gleichgewichte ist, aaf die germgste Anzahl ten Kräfte» 
redneurt werden kann , so müssen sich auf dieselbe 
Wttse^ wie Kräfte^ anch Drehungen um beliebig ge- 
richtete Azen auf eine öder höchstens zwei Drehungen 
redudren lassen midnnter denselben Bedingungen keine 
Y^rriicknng hervöi'bringen, unter welchen Kräfte mit 
einander im Glrichgewidbte sind^ d* h. 

Un^ndUeh kMne Drehung0n heien sich stets 
gegen einander äufy wenn ihnen proportionale und 
nach ihren Axen gerichtete Krqfte sieh das Gleich' 
gewicht Aaltef^j und umgeJkeArt. 

d. Die gegenseitige Beauehung zwischen Kräftei^ 
und rein geometrischen Drehungen offenbart sich noch 
auf dne sehr bemerkenswerthe Art bei Paaren von 
Kräftien und Ortungen. Ein Kräftepaar strebt* den 
Körper^ auf den es. wirkt, um eine auf der Bb^ne^ der 
Kräfte normale Aze zu drehen,- und die Grösse dieses 
Strebens wird durch das Moment des Paares, d. h, 
durch das Produot aus der einen Kraft in ihre Ent- 
fernung von der andern,, gemessen, da Paare ib einer 
Ebene von gleiehen Momenten auch gleiche Wirkungen 
haben. Dagegen wird der Körper durch zwei einander 
gleiche und entgegengesetzte Drehungen um zwei par- 
allele Axen parallel mit riner Normallinie auf der Ebene 
der Axen fortgerückt, und dieses um eine Grösiie,* die 
dem Product aiis dem Drdhungswinkel in den gegeii- 
seitij^en Abstand delr- beiden Axen gleich ist Es leuch- 
tet hieraus von selbst ein, dass das Axenpaar aer Dre» 
hangen eben so, vAe das Kräftepaar, ohne Aendemng 
seiner Wirkung beliebig in seiner Ebene und in jeder 
damit parallsleni J!bene verlegt worden kann, und dass 
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•Imb m weitt^ wie «n Kr&ftepaw mh auf «ne enaige 
Kraft redseireo Üaakj aadi ein Paar Toa Drdmagai 
wnt einer eimigett DreiiaBg gleicbe Wirkinig hat. 

e. Das Moment einer Kraft in Besag anf eiaa Aze 
des Kdirpen iuinn ak dieChroeee deeStrebena belnidb- 
tet werden, mit weieiiem die Kraft den KSrper am die 
Axe, fillb diese nnbeweglieh gam a o h t wird, zn draiien 
saeht Denn, wie schon aas dem Froheren imebt er* 
hellet und späterhin besonders bewiesen weiden wird, sind 
an einem Kdrper^ der eine onbewegiiehe Aae hat, xwei 
Krftfte gleioh wirkend, wenn sie in Besag anf die Axe 
einander gleiehe Horaente haben. Zafolge der eben 
bemerkten Reciproeitäl swisohen drehender and fort- 
snelLender Bewegang wird daher amgekehrt dnreh 
eine nnendlioh kleine Drdiong des Kfirpers «m 
eine Aze ein gleiohförmiges Fortrteicett-. desselben » 
Besag anf eine andere Gerade eneagt werden, and 
die Grösse dieses Forfarückens wird aaf gana ähnliche 
Art, wie das Momeat einer Kraft, Ton der Lage der 
Geraden gegen die Drehnngsaxe and von der Grösse 
der Drehang abhängig sejn* 

In der That folgt dies nach anmittelbar ans jeder 
der Gleiohangen (^*). Denn so ist s. B. €&;, oder die 
nach der Axe der % geschätzte Yerröckang des Punktes 
(j^ y, x),3=:yii^ — ^^9 also unabhängig TOD X) d. h. 
jeder Punkt der die Ebene der jc^y im Punkte (^^^y) 
normid treffenden Gnaden rückt laags derselben mn 
glei^viel fort, wenn der Kftrper um die Are l um di 
gedreht wird. Die Fortrockung selbst nber ist, i^enn 
ßat dfp und ify ihre Werttie ans* vor» 4^ substituirt wer* 
den, CS (ytp — ^ j^x) "f^y iidA ^"ot gleiche Weise findet sich 
(§• töi} in Besag aaf r dieselbe Geriide das MesMnt 
euMr Kraft /*, wdohe die Axe / »urRichtang hat, also 
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darah den Anfluigspuiikt O geht und mit des Ax^n^jier 
x^ y, % Winkel macht » deren Cosinus =sr^;^^i^ f4n4> 
= (y? ~ ^tI) P- l^ijo längs einerj Geraden geschätzte 
Fortrüoknng ihrer, Punkte ^ wenn der Körper um einen 
unendlich kleinen Winkel gedretit wird« ist daher nichts 
anderes, als das auf diese Gerade bezogene Möinent 
der Drehung, also das Prödüjpf äüs der Pr^hüng in 
den kürzesten Abstand ihrer Axe yon der Geraden und m 
den Sinus deisr Winkels, den beide^ Linien niit einander 

Eine weitere Ausführung dieses Gegenstände» gia- 
stMtjfcot derRausn nicht, und ich b^enefke wur>noGhf dass 
m*« Folge doli fetzt Erörterten AMe^'was bi» zum Ende 
ded^ sechsten Ka{»itels yon, Kräften^« und den> flIbmeBfeen 
jderaelben griefart worden 4st,%«aB(di .voUkomuene An» 
Waldung -auf ^nnendlidi J&li|ntt#. Dicebnngen - nndv dmMili 
Meinitete erieidef^ :' wa> -.>\ '. . 
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Das Princip der kleidvt^il Quadrat«; " 

• . . . .< .^1 t r# ^ •. %> ■ ■ l> t • ■ . . ,•- 

' ' »Ausser der Fonetion 2(Xr>Hi^vi% die bjÜDLJSldioh* 
gewMte ein Mazioram oder emMHiiBramwiiri,r§pwbt'M 
noch eine andere Function, -wielohe^dieadbe £Sgeiscfcal| 
bwätet,* und. die sieh- ebenfalls. im» ^er JMeiehtm'y. zwi» 
sMmhi den viituellen Gescbwuid^ke^eB doiy^ 1 nl^n;^ 
tien herleiten läael;.^ Zu dem fidde« woHen -wir un» jede 
Krarft, wie im-'^zöbeven, ihrer Biclitmig :«id Grdeee 
bmIi durdi eine Ten ihrem Angri Apankte mpjgeheM#e 
gerade Linie ausgedruckt TovsteOen; Vor üv«^fiMft 
(Ji^ F, X) jst daher (jr, y, v) de^iAorfuigepuBict diese» 
Liaaef. der Endpunkt sey (S, % ^ «|lsei>$ w^ ^— <y><^s 
proportional mit J^. F, Z» ..Naöh.4em PiriMp «er 
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Ton der finkea Seite ifieser CUmduuig ist aber, 
sobald imr die Coordinatai ^17»^ der ^dpunkte der 
Kräfte eo^jrtant nehmen und die Gleidumg nodi mit 
-.-2 mt^pfioircb, das Integral: 

" :SKS-*)^ +(,-y)« +(C-«)»J =sÄ 

Dieser Ansdmok: nrass daher, beim fitteieiigewiehte 
gleieii&Ils ein Haximm» oder Minirnnm sqm. 

SUnd demnaeh mmf einen frei tewe^ieken Körper 
wirkende Krqfiefim GleieAgewieAie^ und werden sie 
iAren^JUcAiungmnd* Intensität kaei durek gerade 
^fon ihren Angriffbfmnkten A^ J[^ j»«' mm geiiegene 
Meinten sAFy A'F^yiJ^ dmrgestettty yeomty.wenm mmn 
bei Verrückung dee Körpers die l^mkte* JF^JS^^-^^i 
unbeweglich annimmt y die Summe der Q$tadrate 
AF^ +4F^ J^yJbHdef^fjage desKJorpers im Gleiek- 
gewichte ein Maximum oder Mimnmm. 

Da das Prindp der Tirfnellen Gesehwindigkeiten 
niidhii§*.'"9.'tenf(eke^.werden iBaaa^ so: moss., dieses 
aaoht^nnt.dem TorahstelMBdenSatxfttgeadhekenJütalutii» 
Mdjmr-erhalttediinnlftMgendenc;!'' 11 ••..... li.iii 

J\t:KHai.num:ein\6ewtegliehe9 Sjfsiem in* uneerßmier^ 
ßchMiJBt^^e^^nunifed iien einander »Hegender Punk te 
A^*'<J!y.u*'iundeintunkäWeglichet S^e^emtfon-etän:^ 
fiielMtl^nkientiF^.äfy'i^i^ und. 6e)ingtmnn das eretere 
Sifet0m.. gegen dtw^Jetstere in eineieoleke^Iiagey dmee 
dm.Skimineder tiumi^MtoAF^+A^JP''^ + .i. rMckeicht^ 
Uek \ie >s6meier, emmkde^ entgegengeeetasten 'Vierruckun^ 
gen^ei$i^Masim4un:ikderl^ SUnionun^ieiy te^ hatten 
m0k uj/ieUaHr Lft^fetlm/AyAl^^..^ nfmh ülen Bdahtm^fet^ 
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ihrer JnUMität nuek •■ fntpOKttamaU-tJiriif^ Jt$t 
€fMcAg«itieJUi, ■ -•'■ i ■ ■- ■'■ >->■• ■ 

Ob beiemeiq jg;egebepen S;fBteineim Gleichgewichte 
b^ndliobei^ teriwte, nndidein $eae durch Lioien aus- 
gedrüokt worden Bind, dSe'Silinmfe M <ier Qnadrate 
dieser Lioien in Bezug auf eiiid' gegebene Verrückung 
eiD MasdiDQin oder Hioiintlin Mjf ist aus dem zweiten 
Differentitile vonMza beörtheileD. DieBef.fintfet Bioh: 

nadidem xaletBt' fUr £— «,.-.^ «i«der^iS^,vv'v.\ge«etet 
vorden. , '. .. . o-. ,'avV., ■.,. 

. fia folgt bbwu ■nn&diirt,v(buHiw'ena.j^r£>Sittte^ 
8itf-W^oben>^ SkXttfie wkke^^nieht gedMbt^'-jfni^ekB 
Dor parallel mit «ob verrückt irird,. die Samma M eteti 
«in Minimam ist Denn wegen der Beat&tdigkcit der 
von einander nnabbängigen Biffisrentisle' ifiü, Mf A, da 
Verden, wenn der:Dfehnng«winkd (^=»0 getetit wM» 
Bttoh tI'a:yJ*y^.d*»fd^A^,.,i.w=>Oi fo^tih.d^M:ra 
92(cir* + ...)cp« etaer po«itiyen.Gr(tBae,.fi»lglidi n. s. w. 

£ben le ,iet Jtl rüoMobtliob Jeder Bewegung des 
KSrperB ein Mininmm, wenn gdw :€!leiabgewcM<8iflhev< 
beit bat Denn in dieeem Falle iit S{Xd^x+...) ne- 
gativ ($.182. zn Ende) und daber d^Iff positiv. 

Ist dagegen daa Gleiohgefriebt nnBioher, bo kwiD 
nach Bembaffeabnt der-ttbrigen' ÜmstilMde-'t^Jir-bald 
poHtiv, bald -atagaliv, and daher' die-SaiMlieiiiPbftld 
ein drfiwtes, htü ein KlMDStia seyn. ' i-.::i.i .;. i;. 

Imner aber kfionen die dieiKrältei'voi«Mll8Bden 
Ldoieo BO klein genonunen werden, daas aneh bei jedem 
nnaiohem Gleiobgewidite i^e "Summe ihrer Ihiadrate' 
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UhU^i iSUMtet Ua^fmi^ri*. 
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nlMdikk^Ueio toj%%M^^pr< dn fitieA IL^JM^ar^ . ..) 
von der dritten Ordnung und yenehwindet .^Aiiiit gegei 
das Glied 22{dx^ + ...)^ njelcbee von der zweiten Ord- 
nung un4 inunoi^ positiv ißt 

Wfrßt/a^mnaek' x$f dem bewegtkfieh Systetße der 
AfigrtjffipwfJtte Ay JT^ ••• mehrere eich da» ^teieh" 
gewieki hustender Kra^e eifn zweite» System ff^ eben 
so viel Jen erstem resp. unendlich ndke liegenden 
urUfewi^tiiihen J\m£tSn F^ f^^... JÜnxugefögty s^ 
dass ine Entfernungen AJP^ JtF^... der letziem 
Pun/(^$g^i^im den ihhen-entspreehehden AngtiffspunkteH 
ikret^isßiekt^mg Mmd Grosse nach die Hstäftä^eme^ 
drücken^ so wird die Summe der (Iwidrate' dieeet 
EmtffsrMnigem- tei Jeder Verrüekmsg\des Sjf ste ms der 
Ange^sp^mkte aus d0r Lage des ^WeleAgewieikm 
siiOs gräesimmerdem 

:! • I Di«B6 Eigenschaft das Oleichgewiehta ist m^ t^Irte 
iih M 4^ €ebeiadirift 4iesM Ab mA at H s-i^tafr Prtmap 
der 41alDslaa Qaaärale^ geaaoiit liaibar'^* B«'fet dlwes 
Priaaij^ zdatbtVön -Oaass ad(%estdII>^wodl^i^^^^^ 
ak ein q»MiUlerFall>eittes^eft,tiilgeineHi(^ 
agideoktaa Pftnwpa^ äa(ß^«MteliM die ^gtutte Meeli 

. •» • ■ 
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Sbm SdUcssa wiAaütiair «nA AttfiiabahM^ on 
irii^ilil^l^,i)ia.. Anatme dar aaandUeh.Jdaiiiflat2QQ«dralf 
wächst, wenn der Körper- -fisa. der-f wi^fß das ifiAeiehge«- 
«ifdita \ «ai. (ain< ^anaDdliait» Wicniges eritfinrat winL 
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Von den Mazimis and Minimis b«m Gldcbgewiebte. 3^3 

Seyen ^üf ^ ^x^ Jy^ J» die Inoremente, welche 
M^ Xj y, IS bei irgend einer Yerrückong des Körpers 
erhalten, so ist (§. 184.): 

^üf = — 22 K^—x) Jx + (17— y) z/y + (?— «)^«J 

+ ^(//;r* + ^y« + ^««)* 

Werden nun die Incremente Jx^ Jy^ J% unend- 
lich klein genommen, so wird S{Jx^ +•••) ein unend- 
lich Kleines der «weiten Ordnung, und wegen des vor 
derVerrückung angenommenen Gleichgewichts, 2[($ — x) 
^^-f- •••] = ^(JC^jr -!••••)= 0, d. h« == einem unend- 
lich Kleinen von einer höhern Ordnung, als der ersten, 
so lange JE, Yy Z endliche Grössen sind. Lässt man 
folglich auch Jl, F, J7, ... unendlich klein sejn, so 
wird 2{XJx + ..J) von einer höbern Ordnung, als der 
«weiten, und verschwindet damit gegen 2{Jj;^ +...), \ 
und die vorige Gleichung reducirt sich auf: 

Bezeichnen daher uiy A\... die Oerter der An* 
griffspunkte beim Gleichgewichte und jff, ff^ .•• die 
Oerter derselben nach einer unendlich kleinen Ter- 
rücl^ung, so hat man 

2{flF^) — 2\AF^) = 2{4ß^), 
d. h. die Summe der Qu€ulrate der Entfernungen 
der Punkte det beweglichen Systems von den 'ent* 
^ sprechenden unbeweglichen Punkten wächst bei einer 
unemUich kleinen WerrüeJkung des beweglichen Sy- 
stem>s um die Summe der Quadrate der von den 
Punkten dieses Systems beschriebenen Wege. 

f 187. 

Zu Sätze« a. Wirken alle Kräfte auf einen einzi- 
gen Punkt Ay fallen also jt^ jf% ... mit A^ nnd dsp 
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Druckfehler und YerbesBerungeo. 



Seite 7 Zeile 10 t« o. lies: In denelben 



— 21 

— 23 

— 96 

— 112 

— 139 

— 142 

— 143 



— 169 

— 176 

— 179 



— 221 — 

— 232.— 

— 256 — 

— 328 — 

— 338 . 



12 Y. Q. lies: wir. mit 

3 Y. Q. lies: enthaltene mit f nnd p' nidit paraDele 
Kraft q 

3 Y« o. statt Seiten lies Kanten« 

7 T* o« lies: Z^ Z",«.. and die Cooidinntea s> z^^* « 
12 T. o. stott M lies: M. 

9 Y« o. statt Gieichong lies: Gieichongen* 
9 Y* o. statt fl lies: tY. Auf eben der Sdte setze 
statt der 14 — 17. Zeile y. o.: unter den Yer- 
scbiedenen Axen i der grössten Momente, 
welche den Yerschiedenen Punkten (f^ g^ ft) zn- 
gehören, fallen aber diejenigen in die Haupt- 
linie, welche mit v^ d« i. mit der Resultante 
6 u. 7 Y. 0. lies: und die Momente dieser nach 
10 Y. 0. statt C lies ^. 

8 n. 9 Y. o. statt: indem es sonst für den Dorch- 

schnittsponkt M. zwei, setze: indem, wenn es 
für einen Pnnkt zwei 

10 Y« o« lies: gäbe, auch jede andere* Auf eben der 
Seite schiebe zwischen die 8. und 9. Zeile y« 
n. ein: Hiemach aber hätte die Au^abe»' ihrer 
Natur entgegen, unzählig Yiele Lösungen. 

17 Y« o. Yertilge das Konmia am Bnde der Zeile. 

9 Y. o. lies: x^ v,\ af„ y,\ 

4 Y. u« statt oA-'hB setze: aB— M. 
10 Y. o. lies: hinzuzufügen^ 

6 Y« o. lies: Denn das Gleichgewicht des nenen Sy- 
stems, 

8 Y. o. lies : die Snmmt der in die mtudUn Cfesc^tMft- 
digkeUen nmUipIkirien Kräfte 
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